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6 Передмова

Передмова

У книзi представлено результати наукових дослiджень, якi пов’язанi з вико-
нанням науково-дослiдних робiт за фiнансової пiдтримки МОН України (про-
ект № 0219U008403 «Математичне моделювання та оптимiзацiя динамiчних
систем для оборони, екологiї та медицини», 2019–2021 рр.) та НАН України
(проект № 0119U101608 «Новi методи дослiдження коректностi та розв’язан-
ня задач дискретної оптимiзацiї, варiацiйних нерiвностей та їх застосування»,
2019–2020 рр.). Даний том можна вважати безпосереднiм продовженням на-
шої книги «Математичнi моделi та обчислювальнi процеси», що вийшла в
2019 роцi1.

У роздiлi 1 розглянуто новий метод математичного та чисельного моде-
лювання динамiки неоднорiдних рiдин в областi високих тискiв, швидкостей
та енергiй. Цей метод базується на дискретизацiї законiв збереження маси,
моментiв i енергiї, якi представленi в iнтегральнiй та диференцiальнiй фор-
мах. Така дискретизацiя є природною та чисельнi розрахунки реалiзуються
як комп’ютерне моделювання динамiки несучої рiдини з включеннями iншої
рiдини. При чисельнiй реалiзацiї даного методу використовується комбiнува-
ння методу часток в комiрках та методу великих часток.

У роздiлi 2 розглянуто питання розв’язання дворiвневої опуклої задачi мiнi-
мiзацiї у гiльбертовому просторi. Дворiвнева задача опуклої оптимiзацiї поля-
гає у мiнiмiзацiї першої опуклої функцiї на множинi мiнiмумiв другої опуклої
функцiї. Ця постановка має багато застосувань, але неявнi обмеження, що по-
родженi внутрiшньою задачею ускладнюють отримання умов оптимальностi
та побудову методiв. Подiбним чином формулюються й n-рiвневi задачi, дже-
релом яких стали питання дослiдження операцiй (оптимiзацiя за послiдовно
заданими критерiями або лексикографiчна оптимiзацiя). Ми зосередили ува-
гу на розв’язаннi задач за допомогою двох методiв проксимального типу.
Основнi теоретичнi результати — теореми про характер збiжнoстi методiв у
рiзних ситуацiях.

Зазначимо, що проксимальнi методи є лiдерами серед обчислювально ефе-
ктивних алгоритмiв в Data Science. А одним з найбiльш ефективних прокси-
мальних методiв є ADMM. У роботi [1] запропоновано цiкавий варiант бага-
тоблокового ADMM з прискоренням Нестерова на кожнiй iтерацiї. Алгоритм

1Ляшко С. I., Номiровський Д. А., Семенов В. В. та iн. Математичнi моделi та обчислювальнi процеси.
К.: ВПЦ «Київський унiверситет», 2019. 209 c.
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застосовано для прогнозування виживаностi онкологiчних хворих (визначен-
ня найважливiшого серед факторiв, якi впливають на тривалiсть життя пiсля
проведеної операцiї, а також прогнозування тривалостi життя).

У роздiлi 3 категорними методами дослiджується iснування розв’язкiв де-
яких класiв неопуклих задач, якi залежать вiд параметра, що є елементом
повного метричного простору. Доводиться iснування масивних множин зна-
чень параметрiв, для яких задачi мають розв’язок, тобто показується, що
властивiсть розв’язностi задач типова. Отриманi теореми застосовано до до-
слiдження iснування розв’язкiв задач оптимального керування лiнiйними си-
стемами. Останнiй параграф роздiлу присвячено дослiдженню задач вектор-
ної оптимiзацiї, зокрема, доведенню варiанта варiацiйного принципу Девiлля–
Годфруа–Зiзлера.

Важливим класом неопуклих екстремальних задач є задачi максимiзацiї
опуклих функцiоналiв на опуклих множинах. Вже цим задачам властива
багатоекстремальнiсть, яка ускладнює розробку та обґрунтування алгори-
тмiв пошуку глобального екстремуму. Для нескiнченновимiрних задач при
традицiйних припущеннях теорiї керування питання iснування оптимальних
розв’язкiв у багатьох випадках теж є проблемою. З iншого боку, наявнiсть
опуклої структури часто дозволяє отримати змiстовнi результати. Бiльшу ча-
стину роздiлу 4 присвячено дослiдженню iснування розв’язкiв задачi макси-
мiзацiї опуклого функцiоналу f на замкненiй опуклiй i обмеженiй пiдмножинi
X банахового простору (E, ‖·‖E). А саме, вивчається питання: якщо задача
опуклої максимiзацiї нерозв’язна, то чи можна цiльовий функцiонал як зав-
годно мало адитивно збурити лiнiйним неперервним функцiоналом так, що
збурений функцiонал досягає максимуму? Отримано як позитивнi вiдповiдi,
так званi лiнiйнi варiацiйнi принципи, так i контрприклади. На цьому шляху
узагальнено iтерацiйний процес, запропонований Лiнденштрауссом при до-
слiдженнi щiльностi множини операторiв, що досягають своєї норми на оди-
ничнiй замкненiй кулi. Вiдзначимо, що у випадку некомпактностi у слабкiй
топологiї множини X велику роль починають грати рiзнi геометричнi власти-
востi X. Розглянуто також ряд неопуклих узагальнень. Один з параграфiв
присвячено дослiдженню iснування розв’язкiв екстремальних задач на пере-
допуклих множинах — доповненнях скiнченних об’єднань опуклих множин
до опуклої множини. У останньому параграфi описано заданi у рефлексив-
ному банаховому просторi опуклi функцiонали, що досягають супремуму на
довiльнiй обмеженiй замкненiй та опуклiй пiдмножинi простору.

У роздiлi 5 увагу придiлено обґрунтовуванню чисельних методiв оптимiза-
цiї лiнiйних розподiлених систем з узагальненим керуванням. Припускається,
що оператор, який описує модель, задовольняє апрiорнi оцiнки в негативних
нормах. Для задач керування з опуклими та неопуклими допустимими мно-
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жинами доведено збiжнiсть декiлькох алгоритмiв першого та другого поряд-
кiв iз похибками в iтерацiйних пiдзадачах. Проведено дослiдження можливої
асимптотичної поведiнки мiнiмiзуючих послiдовностей допустимих керувань.
Отримано новий варiацiйний принцип, що дозволив довести iснування мiнi-
мiзуючих послiдовностей, якi задовольняють секвенцiйний аналог необхiдних
умов оптимальностi другого порядку. Для абстрактної задачi оптимального
керування встановлено умови глобальної оптимальностi.

Мета роздiлу 6 — розвинути теорiю iснування та необхiдних умов опти-
мальностi для задач оптимального керування з векторним критерiєм якостi
системами, що описуються рiвняннями математичної фiзики з узагальненими
впливами. Увагу придiлено побудовi i дослiдженню збiжностi методiв розв’я-
зання задач векторної оптимiзацiї лiнiйних розподiлених систем. Дослiдже-
но поняття (K, e, ε)-апроксимацiйної ефективностi. Ґрунтуючись на вектор-
ному варiантi класичного варiацiйного принципу Екланда, доведено умови
(K, e, ε)-апроксимацiйної ефективностi допустимих керувань у виглядi варiа-
цiйних включень.

Чимало матерiалiв книги вже знайшли вiдображення в спецiальних курсах,
якi викладаються авторами на факультетi комп’ютерних наук та кiбернетики
Київського нацiонального унiверситету iменi Тараса Шевченка для студентiв
бакалаврської та магiстерської програм «Прикладна математика».

Сподiваємось, що книга зацiкавить читачiв — в першу чергу, наукову мо-
лодь.

Зауваження та побажання можна надсилати електронною поштою:

lyashko.serg@gmail.com, gsandrako@gmail.com,
semenov.volodya@gmail.com.
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Роздiл 1

Mathematical and numerical modeling of
heterogeneous fluids dynamics

Mathematical modeling is an essential modern tool for solving scientific and
engineering problems. Mathematical and numerical modeling plays a significant
role in understanding the phenomena and processes that are investigated in
modern physics and chemistry. The modeling can help interpret and even predi-
ction new phenomena. Researching the physical and chemical processes which are
in heterogeneous media at large speeds, high pressures and energies in the field
of phase transitions, it is required to have accurate values of pressures, energies
and velocities arising at various points of these substances at suitable times. Such
values are significant in order to understand the state of media and the phase
transitions that have taken place. The determination of such values is possible
on the basis of mathematical and numerical modeling of nonlinear hydrodynamic
processes in heterogeneous fluids.

The significance of this problem is due to the intensive development of the
branches of physics and chemistry associated with the study of dynamic processes
occurring during pulsed loading and the passage of shock waves in metals,
polymers and heterogeneous composites [1]. The study of such processes is
necessary for the development of new technologies that use the methods of pulsed
and shock loading of materials and composites, which make it possible to synthesi-
ze new substances and polymers. The analysis of these processes requires the
development of suitable mathematical models and the construction of numerical
methods and effective computational algorithms.

One approach to developing such mathematical models are presented in [1] and
is based on the concept of multiphase continuous media. In this case, the assumpti-
ons of a multi-speed continuum and interpenetrating motions of the components
are accepted when deriving multiphase equations for suitable models. In a sense,
this concept means the simultaneous presence of several materials at each point
in space under consideration (further details can be found in [1]).
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In addition, the general multiphase equations for such multi-speed continuous
media are not closed and contain indefinite terms. In such equations, the term of
describing the redistribution of energy between phases during the development of
the dynamics of multiphase media is not definite, for example. In order to definite
this term in specific cases, it is necessary to carry out additional physical and
physicochemical experiments, the implementation of which is difficult in practice.

This paper will present a new method for mathematical modeling of structurally
heterogeneous materials as heterogeneous fluids dynamics. The problem of descri-
bing energy redistribution between phases does not arise when this method is
implemented. Energy redistribution in this method is performed through the
assumption that the local pressure in each phase is the same. This assumpti-
on is natural, because «at high pressures the properties of a solid approach the
properties of liquids, and for mixtures of liquids, the coincidence of their pressures
is characteristic» according to [1], p. 242.

Thus, a new modeling method for the heterogeneous fluids dynamics will be
considered. These fluids are assumed to be compressible and non-viscous. Liquid
inhomogeneities are considered as small particles or droplets of one liquid distri-
buted in another (main) liquid. Thus simulations of the main fluid with small
transited particles dynamics are considered, where total number of the particles
may be large enough. The particle dynamics will be modeled as in the particle-
in-cell method [2], and in the main fluid as in the large particle method [3]. Other
combinations of these methods were presented in [3] for modeling the problems of
contact and free boundaries. However, for the energy redistribution in [3], it was
assumed that the increments of the internal energies coincide. Particle methods
are often used to simulate the dynamics of homogeneous fluids [2–5].

The particle methods have been generalized to the smoothed (or smeared) parti-
cle method [6] to simulate a variety of fluid dynamics problems. An overview
and developments of this method is given in [7]. This method has also begun to
be applied to multiphase flows modeling in [8]. A review of applications of the
smoothed particle method is given in [9] and developed further, for example, in
[10]. However, in these works [8–10] it is not explained how to determine the terms
of redistribution between phases, and these terms are postulated from physical
considerations. This approach cannot be generalized to problems in which phase
transitions are permissible.

It is interesting that this method, developed for problems of hydrodynamics,
turned out to be useful for simulating problems of diffusion, conduction, and
nanomaterials [11] as the meshfree particle method. The particle methods have
also proven useful for simulating plasma dynamics processes. Some results of
modeling plasma problems are given in [12–15]. The method presented here is
a generalization of methods discussed in [12] and [16].
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Initially, the methods of [12] and [16] were developed with the prospect of
simulating processes in which phase transitions are permissible. Some results of
modeling such problems are presented in [17] and [18], where the method of [16] is
essentially used. Here this method will be generalized to obtain more accurate and
stable calculations. Such a generalization was announced in [19–21] and can also
be used for modeling processes in which phase transitions is taken into account.

1.1 The large particle method

The presented method is a combination of the Harlow particle-in-cell method
and Belotserkovskiy large particles method (see [2] and [3]). Let us recall some
background of the methods before to give more details on the combination. Euler
and Lagrange approaches are used simultaneously in the particle-in-cell method
for homogeneous fluid. The methods are based on an approximation of conservati-
on laws for masses, momentums, and energies in the following integral forms∫

V(t)

∂ρ

∂t
dτ = −

∫
S(t)

(ρW) · ηds,

d

dt

∫
V(t)

ρWdτ = −

∫
S(t)

pηds, (1.1)

d

dt

∫
V(t)

ρEdτ = −

∫
S(t)

(pW) · ηds,

where V(t) and S(t) are volume and surface of some Lagrange’s domain in
the fluid, η is an exterior normal to the domain, p = p(ρ, E) and ρ,W, E

are unknown density, velocity, and full energy. For example, the case of three
dimension space may be discussed and therefore by definition ones have W =

(u, v,w) for the velocity vector function.
It is known [2, 3] that the conservation laws are equivalent to conservation laws

for masses, momentums, and energies in the following differential forms

∂ρ

∂t
+ div(ρW) = 0,

∂ρW

∂t
+ div(ρW⊗W) +∇p = 0, (1.2)

∂ρE

∂t
+ div(ρWE) + div(pW) = 0,

where W ⊗ W is the tensor square of vector function W = W(t, x, y, z) and
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(x, y, z) is a point of some domain Ω ⊂ R3, which is filled by the heterogeneous
fluid under consideration at time t ∈ [0, T ] for some T that is fixed.

Spatial discretization in the large particle method is defined as follows. The
domain Ω that occupied by the liquid is divided into small cells, for example,
with uniform steps ∆x,∆y,∆z in the spatial variables. Each such cell, as usual,
is assigned the number i, j, k and the values of density, velocities, pressure and
energy refer to the center of the cell and are denoted, respectively, as

ρnijk, unijk, vnijk, wnijk, pnijk, Enijk. (1.3)

The subscript n in these notations indicates the number of the time step, which
corresponds to the natural time discretization, since the calculations are carried
out step by step with a sufficiently small time interval ∆t, starting from a given
initial configuration of the fluid. Thus, the values of n in the course of calculations
change from 0 to N = T/∆t under the assumption that N is an integer.

The corresponding time step from the time layer n to the time layer n + 1

to simulate the homogeneous fluid dynamics is divided into three stages: Euler,
Lagrangian and final stages in accordance with [3]. The division is also called the
splitting into physical processes of the step or the splitting of the time step into
fractional steps of the transition from the layer n to the layer n + 1. Thus, the
total mass of large particles is saved at every time step of such simulation.

The Euler stage is the calculation of the following intermediate values of veloci-
ties and energy

ūnijk, v̄nijk, w̄nijk, Ēnijk (1.4)

for a cell with number i, j, k by the following formulas

ūnijk = u
n
ijk −

pni+1,j,k − p
n
i−1,j,k

2∆x

∆t

ρnijk
,

v̄nijk = v
n
ijk −

pni,j+1,k − p
n
i,j−1,k

2∆y

∆t

ρnijk
,

w̄nijk = w
n
ijk −

pni,j,k+1 − p
n
i,j,k−1

2∆z

∆t

ρnijk
,

Ēnijk = E
n
ijk −

pni+1/2,j,ku
n
i+1/2,j,k − p

n
i−1/2,j,ku

n
i−1/2,j,k

∆x

∆t

ρnijk
− (1.5)

−
pni,j+1/2,kv

n
i,j+1/2,k − p

n
i,j−1/2,kv

n
i,j−1/2,k

∆y

∆t

ρnijk
−

−
pni,j,k+1/2w

n
i,j,k+1/2 − p

n
i,j,k−1/2w

n
i,j,k−1/2

∆z

∆t

ρnijk
,
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where the following formulas are used to calculate the average values of the
intermediate pressure and velocities at the relevant cell boundaries

pni+1/2,j,k =
pni+1,j,k + p

n
i,j,k

2
, pni−1/2,j,k =

pni,j,k + p
n
i−1,j,k

2
,

uni+1/2,j,k =
uni+1,j,k + u

n
i,j,k

2
, uni−1/2,j,k =

uni,j,k + u
n
i−1,j,k

2
,

vni+1/2,j,k =
vni+1,j,k + v

n
i,j,k

2
, vni−1/2,j,k =

vni,j,k + v
n
i−1,j,k

2
, (1.6)

wni+1/2,j,k =
wni+1,j,k +w

n
i,j,k

2
, wni−1/2,j,k =

wni,j,k +w
n
i−1,j,k

2

and similar formulas are used to calculate the values pni,j+1/2,k, p
n
i,j,k+1/2, . . . ,

wni,j−1/2,k, w
n
i,j,k−1/2, which determine the average values pressure and velocities

from (1.3) on the corresponding boundaries of the cell with the number i, j, k.
At the Lagrangian stage, when passing from the time layer n to layer n+ 1 ,

the intermediate values of velocity (1.4) are used to calculate the mass fluxes
Mn
i+1/2,j,k, M

n
i−1/2,j,k, M

n
i,j+1/2,k, M

n
i,j−1/2,k, M

n
i,j,k+1/2 and Mn

i,j,k−1/2 through
the boundaries of the cell with the number i, j, k by the formulas

Mn
i+1/2,j,k = ρ̄

n
i+1/2,j,kū

n
i+1/2,j,k∆y∆z∆t,

Mn
i−1/2,j,k = ρ̄

n
i−1/2,j,kū

n
i−1/2,j,k∆y∆z∆t,

Mn
i,j+1/2,k = ρ̄

n
i,j+1/2,kv̄

n
i,j+1/2,k∆x∆z∆t,

Mn
i,j−1/2,k = ρ̄

n
i,j−1/2,kv̄

n
i,j−1/2,k∆x∆z∆t, (1.7)

Mn
i,j,k+1/2 = ρ̄

n
i,j,k+1/2w̄

n
i,j,k+1/2∆x∆y∆t,

Mn
i,j,k−1/2 = ρ̄

n
i,j,k−1/2w̄

n
i,j,k−1/2∆x∆y∆t,

where the average values ūni+1/2,j,k, ū
n
i−1/2,j,k, v̄

n
i,j+1/2,k, v̄

n
i,j−1/2,k, . . . , w̄

n
i,j,k−1/2

are calculated by formulas similar to (1.6) through the intermediate velocities
from (1.4), and the intermediate density fluxes are calculated by the following
formulas

ρ̄ni+1/2,j,k =

{
ρni,j,k, if uni+1/2,j,k ≥ 0,
ρni+1,j,k, if uni+1/2,j,k < 0,

ρ̄ni−1/2,j,k =

{
ρni−1,j,k, if uni−1/2,j,k ≥ 0,
ρni,j,k, if uni−1/2,j,k < 0,

(1.8)

ρ̄ni,j+1/2,k =

{
ρni,j,k, if vni,j+1/2,k ≥ 0,
ρni,j+1,k, if vni,j+1/2,k < 0.

Thus, in order to calculate intermediate flows density (1.8), which are used to
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calculate the mass fluxes (1.7) through the cell boundaries with the number i, j, k ,
the directions of the velocity flux ūni+1/2,j,k, ū

n
i−1/2,j,k, v̄

n
i,j+1/2,k are taken into

account. The similar directions of the velocity flux v̄ni,j−1/2,k, w̄
n
i,j,k+1/2, w̄

n
i,j,k−1/2

are used to calculate the remaining intermediate density fluxes by the formulas

ρ̄ni,j−1/2,k =

{
ρni,j−1,k, if vni,j−1/2,k ≥ 0,
ρni,j,k, if vni,j−1/2,k < 0,

ρ̄ni,j,k+1/2 =

{
ρni,j,k, if wni,j,k+1/2 ≥ 0,
ρni,j,k+1, if wni,j,k+1/2 < 0,

(1.9)

ρ̄ni,j,k−1/2 =

{
ρni,j,k−1, if wni,j,k−1/2 ≥ 0,
ρni,j,k, if wni,j,k−1/2 < 0.

These values (1.8) and (1.9) approximate the mass transfer by the divergence
term from the mass conservation law that is expressed by the first equation
in (1.2). Calculated formulas (1.5) and (1.6) are actually a difference approximati-
on for the remaining equations from (1.2), which express the laws of conservation
of momentum and energy, under the assumption that the divergence terms are
equal to zero. Accordingly, the approximation of such divergence terms, which
determine the transfer of momenta and energy, is performed at the final stage
when passing from the time layer n to layer n+ 1 .

At the final stage, the mass flows (1.7) and speed and energy flows are used to
calculate the final values of the parameters

ρn+1ijk , un+1ijk , vn+1ijk , wn+1ijk , pn+1ijk , En+1ijk , (1.10)

which determine the fluid dynamics on the n+ 1 time layer for the cell with the
number i, j, k by the formulas

ρn+1ijk = ρnijk −

− O−1
ijk

(
Mn
i+1/2,j,k −M

n
i−1/2,j,k +M

n
i,j+1/2,k−

− Mn
i,j−1/2,k + Mn

i,j,k+1/2 −M
n
i,j,k−1/2

)
,

un+1ijk =
ρnijk

ρn+1ijk

unijk− (1.11)

−O−1
ijk

(
ūni+1/2,j,kM

n
i+1/2,j,k − ū

n
i−1/2,j,kM

n
i−1/2,j,k + ū

n
i,j+1/2,kM

n
i,j+1/2,k−

− ūni,j−1/2,kM
n
i,j−1/2,k + ūni,j,k+1/2M

n
i,j,k+1/2 − ū

n
i,j,k−1/2M

n
i,j,k−1/2

)
,
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where Oijk = ∆x∆y∆z denotes the cell volume and the average intermedi-
ate velocity (velocity fluxes) ūni+1/2,j,k, ū

n
i−1/2,j,k, . . . , ū

n
i,j,k−1/2, are calculated by

formulas similar to (1.8) and (1.9), in which ρnijk should be replaced by unijk.

Similar formulas are used to calculate the other values in (1.10) by the formulas

vn+1ijk =
ρnijk

ρn+1ijk

vnijk−

−O−1
ijk

(
v̄ni+1/2,j,kM

n
i+1/2,j,k − v̄

n
i−1/2,j,kM

n
i−1/2,j,k + v̄

n
i,j+1/2,kM

n
i,j+1/2,k−

− v̄ni,j−1/2,kM
n
i,j−1/2,k + v̄ni,j,k+1/2M

n
i,j,k+1/2 − v̄

n
i,j,k−1/2M

n
i,j,k−1/2

)
,

wn+1ijk =
ρnijk

ρn+1ijk

wnijk− (1.12)

−O−1
ijk

(
w̄ni+1/2,j,kM

n
i+1/2,j,k − w̄

n
i−1/2,j,kM

n
i−1/2,j,k + w̄

n
i,j+1/2,kM

n
i,j+1/2,k−

− w̄ni,j−1/2,kM
n
i,j−1/2,k + w̄ni,j,k+1/2M

n
i,j,k+1/2 − w̄

n
i,j,k−1/2M

n
i,j,k−1/2

)
,

En+1ijk =
ρnijk

ρn+1ijk

Enijk−

−O−1
ijk

(
Ēni+1/2,j,kM

n
i+1/2,j,k − Ē

n
i−1/2,j,kM

n
i−1/2,j,k + Ē

n
i,j+1/2,kM

n
i,j+1/2,k−

− Ēni,j−1/2,kM
n
i,j−1/2,k + Ēni,j,k+1/2M

n
i,j,k+1/2 − Ē

n
i,j,k−1/2M

n
i,j,k−1/2

)
,

where the average intermediate velocities and energy (velocities and energy fluxes)
v̄ni+1/2,j,k, v̄

n
i−1/2,j,k, . . . , Ē

n
i,j,k−1/2, are calculated also by formulas similar to (1.8)

and (1.9), in which ρnijk should be replaced by vnijk, w
n
ijk or Enijk respectively.

The specific types of the liquids or gases under consideration are determined
in this method through the definition of the form of the equation of state, which
can be represented as p = p(ρ, E) or

p = p(ρ, J), (1.13)

where J = E−W2/2 denotes the internal energy. This formula allows to calculate
pn+1ijk by values ρn+1ijk , u

n+1
ijk , v

n+1
ijk , w

n+1
ijk , E

n+1
ijk and complete the description of the

transition from the time layer n to layer n+ 1 .
To take into account the boundary conditions in the calculation process, the

region Ω occupied by the fluid is surrounded by a system of fictitious cells [3], in
which the values of parameters (1.3) are determined so that on the boundary ∂Ω
suitable boundary conditions were satisfied within the accepted accuracy.

Therefore, the discrete conservation laws are faithful within the accepted
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accuracy. For example, total mass of the fluid under consideration is saved at every
time step of such approximation. Moreover, the mass sources may be induced by
boundary conditions and external forces that leads to corresponding modifications
of conservation laws in (1.1) and on the approximate level also. The momentums
and energy transports are modeling in similar manners by the averaging the
intermediate velocities and energy on cell boundaries. Thus, large particles method
is effective enough for numerical computing, since the approximations are rationale
from physical and mathematical point of view and conservation laws are correct
on the discrete levels during the courses of corresponding numerical simulations.

1.2 The particle-in-cell method

The time approximation in the particle-in-cell method is also natural. Calculati-
ons are carried out step by step with a sufficiently small time interval ∆t, starting
from a given initial configuration of the liquid under consideration.

Spatial discretization in this method is more complex and takes into account
the dynamics of motion of fluid particles. The domain Ω ⊂ R3, occupied by the
liquid, is divided into small cells, for example, with uniform steps ∆x,∆y,∆z
in spatial variables as in the large particle method. Each such cell, as usual, is
assigned the number i, j, k and the values of density, velocities and energy refer
to the center of the cell and are denoted, respectively, as

ρnijk, unijk, vnijk, wnijk, Enijk, (1.14)

where the subscript n indicates the time step number as before.
The liquid filling each of these cells is considered as a collection of several

particles or drops (which can also be considered as «molecules» or, more precisely,
«computational molecules», since the size of such particles is much larger than
the size of real liquid molecules). Each of these particles is assigned coordinates,
mass, volume and full energy

xns , yns , zns , mn
s , ons , ens , (1.15)

which are specified at an initial moment. The subscript s in these notations
corresponds to the particle number and varies from one to S, where S denotes
the number of all particles that fill the considered domain Ω. In addition, the
velocities and total energy u0ijk, v

0
ijk, w

0
ijk and E0ijk from (1.14) are also determined

for each cell at the initial moment of time. The density ρnijk for the cell with the
number i, j, k is calculated by the formula

ρnijk = O
−1
ijk

∑
s∈{ijk}

mn
s , (1.16)
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in particular, for n = 0, where the summation is carried out only over those
particles that are in the cell i, j, k at time n∆t. Thus, it is possible to calculate
the pressure pnijk according to the formula (1.13).

For the calculation by the particles-in-cells method for a homogeneous fluid,
it is usually assumed that the mass mn

s and the volume ons of the considered
particles do not depend on n and s. Thus, this method uses a discrete model
of a continuous medium, and the space occupied by the fluid is divided by a grid
of fixed cells. Inside such cells, a continuous medium is represented by particles,
each of which carries a fixed mass of liquid according to [2] and [3].

This approach takes advantage of the Lagrange and Euler concepts when consi-
dering fluid dynamics, since the calculations use a Lagrangian coordinate system,
modeled by particles, superimposed on a fixed Euler grid. This is the reason for
the high efficiency of the particle-in-cell method, and with such an approximati-
on, the total mass of particles is preserved in the process of calculations at each
time step, which follows from definition (1.16), that actually expresses the law of
conservation of fluid mass during the development of dynamics.

The corresponding time step for modeling the motion of the considered
homogeneous liquid by the particles-in-cells method, as in the large particles
method, is divided into three stages (Euler, Lagrangian and final stages according
to [2] and [3]) so that discrete conservation laws are fulfilled within the framework
of the accepted accuracy of calculations determined by the quantities ∆x,∆y,∆z,
∆t and the number of all particles S.

At the first stage of each time step, using the values from (1.14) and (1.16),
the intermediate flow parameters defined in (1.4) are calculated by formulas (1.5)
and (1.6). Thus, at this stage, it is assumed that there is no particle mass flux
through the boundaries of the Euler cells, which determines the Euler stage of
the considered approximation, that are corresponded to the transfer of moments
and energy in each cell, determined by the pressure forces in accordance with the
equations of moments and energy from (1.1).

At the second stage, the motion of the considered particles under the action of
the calculated moments is taken into account, which corresponds to the Lagrangi-
an stage of this approximation for the mass conservation equation. At this stage,
the movement of particles for the time ∆t is modeled (as shown in the figure)
and the mass fluxes across the boundaries of the Euler cells are calculated.

The new particle coordinates with the number s are calculated by the formulas

xn+1s = xns + u
n
s∆t, yn+1s = yns + v

n
s∆t, zn+1s = zns +w

n
s∆t, (1.17)

where the velocities uns , vns , wns of the particle under consideration are calculated
from the intermediate values of the velocities from (1.4) using linear interpolation
over cells lying near the cell with number i, j, k.
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Using the comparison of the new coordinates of particles (1.17) with the coordi-
nates from (1.15), it is determined whether a particular particle has remained in
the previous cell or has passed into the neighboring one and into which one. Based
on such a comparison, the mass transfer from a specific cell to neighboring cells
is modeled, and the mass fluxes through the corresponding grid boundaries are
calculated by the formulas

Mn
i+1/2,j,k = (Σinm

n
s )i+1/2,j,k − (Σoutm

n
s )i+1/2,j,k ,

Mn
i−1/2,j,k = (Σinm

n
s )i−1/2,j,k − (Σoutm

n
s )i−1/2,j,k ,

Mn
i,j+1/2,k = (Σinm

n
s )i,j+1/2,k − (Σoutm

n
s )i,j+1/2,k ,

Mn
i,j−1/2,k = (Σinm

n
s )i,j−1/2,k − (Σoutm

n
s )i,j−1/2,k , (1.18)

Mn
i,j,k+1/2 = (Σinm

n
s )i,j,k+1/2 − (Σoutm

n
s )i,j,k+1/2 ,

Mn
i,j,k−1/2 = (Σinm

n
s )i,j,k−1/2 − (Σoutm

n
s )i,j,k−1/2 ,

where Σin denotes the summation over all particles that have fallen in time ∆t
into the cell with the number i, j, k through the boundaries i + 1/2, j, k, dots,
i, j, k− 1/2 and Σout denotes summation over all particles that have left in time
∆t considered cell across the appropriate boundaries.
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Fig. Dynamics of particles in cells
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At the third stage, the final transfer of moments and energy is calculated,
which is the final stage of the considered time step. At this stage, the equations
of moments and energy from (1.2) are approximated without taking into account
pressure forces, which is simulation for the transfer of moments and energy under
the action of dynamic forces of inertia from a specific cell to neighboring cells. In
this case, it is assumed that passing from one cell to another, the particle transfers
its values of mass, momentum and energy. Thus, based on conservation laws (1.1)
by formulas (1.11) and (1.12) using values from (1.14), (1.16), and (1.18), the final
values of flow parameters (1.10) into a new time layer are calculated.

The considered approximation is rational from a physical and mathematical
point of view, since the conservation laws are fulfilled at a discrete level during
all stages of calculations. Therefore, the particle-in-cell method is quite effective
and is often used to simulate fluid dynamics under the action of external forces
and influences caused by boundary conditions.

A significant problem with this method is the need to consider a sufficiently
large number of particles used in the calculations. Indeed, the total number of cells
under consideration should be large enough to guarantee an acceptable approxi-
mation accuracy for Euler cells, and the number of particles in each of these
cells should also be large for a sufficient approximation accuracy for Lagrange
particles. In addition, each of these particles is determined by mass, volume,
energy and coordinates in space. Therefore, it is necessary to consider a suffi-
ciently large amount of data and this data is recalculated at each time step. To
solve this problem of computer processing of a large amount of data, the large
particles method was developed. The large particles method is later introduced
as the averaging of the particle-in-cell method over Euler cells in a sense. In this
method, density, velosities and energy are specified for each such cell at a given
moment. But the volume of the particle now coincides with the volume of the
cell. Therefore, the mass and energy of a particle are determined by the same
quantities. Thus, the data is not that massive in the method.

1.3 Modeling of heterogeneous fluids dynamics

Let us now consider a combination of the presented methods, which was
developed for modeling the dynamics of a base fluid with inclusions of another
fluid. The time approximation in such a combined method is determined as in
the considered methods, and spatial sampling is defined as follows. The domain
Ω ⊂ R3, occupied by a heterogeneous fluid, is divided into small cells, for example,
with uniform steps ∆x,∆y,∆z over spatial variables. Each such cell is assigned
the number i, j, k as in the cases considered.

The base fluid filling each of these cells is considered as a «large» particle, and
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inclusions are considered as a collection of «small» particles located in each such
cell. The density, velocities, pressure, and energy values assigned to large particles
refer to the center of the cell and are denoted

ρ̂ nijk, û n
ijk, v̂ nijk, ŵ n

ijk, p̂ nijk, Ênijk. (1.19)

These values are concretized at the initial time for n = 0. The system of inclusions
is renumbered, for example, from one to S and is modeled by small particles. Small
particles are assigned coordinates in space, mass, volume and energy from (1.15)
and the pressure p̃ns , which are concretized also at the initial time.

In addition, each such cell is assigned the values of density, velocities, and energy
related to the center of the cell and denoted as in (1.14). It is assumed that

unijk = û
n
ijk, vnijk = v̂

n
ijk, wnijk = ŵ

n
ijk, pnijk = p̂

n
ijk = p̃

n
s (1.20)

for small particles with numbers s, which are in the cell with number i, j, k at the
considered moment of time n∆t. As the density and internal energy of the cell
i, j, k, everyone can choose the values averaged over the components of this cell

ρnijk =
ρ̂ nijkÔ

n
ijk + ρ̃

n
ijkÕ

n
ijk

Oijk
, Jnijk =

ρ̂ nijkĴ
n
ijkÔ

n
ijk + ρ̃

n
ijkJ̃

n
ijkÕ

n
ijk

ρnijkOijk
, (1.21)

where Ô n
ijk and Õ n

ijk are denote volumes of carrier fluid and inclusions and

Oijk = Ô
n
ijk + Õ

n
ijk

is the total volume of the cell numbered by i, j, k. Moreover, Ĵ nijk and J̃ nijk are
denote the internal energies of the base fluid and inclusions at the time moment
and the density ρ̃ nijk of small particles in this cell is calculated by formula (1.16).

The corresponding time step for modeling the motion of a heterogeneous fluid is
divided into three stages, which are supplemented by a preliminary recalculation
of parameters. At this preliminary stage, the internal energy of large and small
particles in each cell is distributed between these particles so that the pressure
in this cell is equal. Such a redistribution of energy in the cell is natural, since a
large particle induces some pressure through its equation of state, small particles
induce some pressure through their equations of state, and the coincidence of
these pressures is characteristic of heterogeneous liquids. It is assumed here that
the equations of state (1.13) of the considered liquids have the form

p = P(ρ) + ρΓ(ρ)J,

where P(ρ) and Γ(ρ) are denoted the elastic component of the state equation
and the Gruneisen coefficient for the corresponding fluid or material [1].



21

Therefore, the equality of pressures in large and small particles in the cell under
consideration is written in the form

P̂(ρ̂ nijk) + ρ̂
n
ijkΓ̂(ρ̂

n
ijk)̂J

n
ijk = P̃(ρ̃

n
ijk) + ρ̃

n
ijkΓ̃(ρ̃

n
ijk)̃J

n
ijk. (1.22)

The second equality in (1.21) and (1.22) can be viewed as system of equations for
Ĵ nijk and J̃ nijk. The determinant of this system is given by the formula

ρ̂ nijkÔ
n
ijk(ρ

n
ijkOijk)

−1ρ̃ nijkΓ̃(ρ̃
n
ijk) + ρ̃

n
ijkÕ

n
ijk(ρ

n
ijkOijk)

−1ρ̂ nijkΓ̂(ρ̂
n
ijk).

Thus, under natural conditions on the Gruneisen coefficients, a solution to this
system can be found. It is possible to obtain directly for Ĵ nijk the equality

Ĵ nijk =
(
ρnijkOijkJ

n
ijk − Õ n

ijk

(
P̂(ρ̂ nijk) − P̃(ρ̃

n
ijk)
)
Γ̃(ρ̃ nijk)

−1
)(
V̂ n
ijk

)−1
,

where
V̂ n
ijk = ρ̂

n
ijk

(
Ô n
ijk + Õ n

ijkΓ̂(ρ̂
n
ijk) Γ̃(ρ̃

n
ijk)

−1
)

and similar equalities are satisfied for J̃ nijk with the relevant notation changes.

Thus, all values from (1.15), (1.19), and (1.20) are determined, where

p nijk = P̂(ρ̂
n
ijk) + ρ̂

n
ijkΓ̂(ρ̂

n
ijk)̂J

n
ijk .

Further calculations of this combinational method are carried out as follows. At
the Euler stage, the values from (12) are used to determine intermediate values
(1.4) by formulas (1.5) and (1.6). At the Lagrangian stage, the motion of the consi-
dered particles under the action of the calculated moments is taken into account.
At this stage, the movement of particles in time ∆t is modeled by calculating
new coordinates of the particle with the number s according to formulas (1.17).
Further, the fluxes of mass through the boundaries of the cells are calculated as
the sum of fluxes of large particles calculated by formulas (1.7), (1.8), and (1.9),
and fluxes of small particles that are calculated by formulas (1.18).

At the final stage, the equations of moments and energy in (1.2) are approxi-
mated without taking into account pressure forces, it is simulation for the transfer
of moments and energy under the dynamic forces action for inertia from a specific
cell to neighboring cells. Therefore, using formulas (1.11) and (1.12) through the
values from (1.14), (1.16), (1.7), and (1.18), the final values of the flow parameters
(1.10) at a new time instant are calculated, this is correspondence to the fulfi-
llment of conservation laws (1.1) at the discrete level in the process of all stages of
calculations in modeling the dynamics of the considered heterogeneous fluid. This
completes the description of all the steps. The method is promising for numerical
modeling of diffusion and absorption processes in heterogeneous fluids and gases.
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1.4 Modeling of fluid dynamics in porous media

The presented combinational method was developed for numerical simulati-
on of fast physical processes. Such processes take place within several tens of
microseconds. Therefore, the effects of viscosity were not significant enough to si-
mulate such processes. However, the presented method is also relevant for modeli-
ng processes in which the effects of viscosity are significant. Such processes are
usually not fast-paced. In addition, when modeling and fast-flowing processes it is
customary to introduce «artificial» viscosity to improve the stability of computati-
onal algorithms [3], which can also be considered as a simulation of fluid dynamics
taking into account the effects of viscosity. Viscosity effects are also relevant when
simulating fluid dynamics in porous media. Let us emphasize here that when
freezing particles in the presented method, everyone receives a model of the moti-
on of a liquid in a porous medium with a suitable choice of particle sizes.

The laws of conservation of mass, moments and energy for viscous liquids can
be represented [3, 22] in the following differential form

∂ρ

∂t
+ div(ρW) = 0,

∂ρW

∂t
+ div(ρW⊗W) +∇p = (1.23)

= div(µ∇W) +∇((µ+ λ)divW),

∂ρE

∂t
+ div(ρWE) + div(pW) = div(τ ·W) + div(k∇Θ),

where the notations from (1.2) are used and Θ is the notation for the temperature,
which is usually proportional to the internal energy. In addition, k is the coeffi-
cient of thermal conductivity, µ and λ are the coefficients of dynamic and bulk
viscosity, which are determined by the type of fluid and satisfy the inequalities

κ > 0, µ > 0, 2µ+ 3λ ≥ 0.

It is usually assumed [22] that the equality λ = −(2/3)µ and the Stokes law of
state are satisfied, according to which

τ = 2µD − ((2/3)µ divW)I,

where I is the unit tensor and the strain rate tensor D are defined as the half-sum
of the tensor ∇W and the transposed tensor (∇W)∗. The laws of conservation
of mass, moments and energy for viscous fluids are given in integral form in [22].

The system of equations (1.23) differs from the system of equations (1.2) only
by the presence of additional terms due to viscous and thermal effects. Thus,
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all the basic relationships of the presented method can be preserved, taking into
account additional terms at the Euler stage, that will only lead to the addition of
suitable difference relations to the difference approximations (1.5). For example,
the relations from (1.5) can be replaced taking into account the viscosity and
thermal effects by the following difference explicit-implicit approximation

ūnijk −
ūni+1,j,k − 2 ū

n
i,j,k + ū

n
i−1,j,k

ρnijk3 (∆x)
2

4µ∆t−
ūni,j+1,k − 2 ū

n
i,j,k + ū

n
i,j−1,k

ρnijk (∆y)
2

µ∆t −

−
ūni,j,k+1 − 2 ū

n
i,j,k + ū

n
i,j,k−1

ρnijk (∆z)
2

µ∆t = unijk −
pni+1,j,k − p

n
i−1,j,k

ρnijk2∆x
∆t +

+
vni+1,j+1,k − v

n
i+1,j−1,k − v

n
i−1,j+1,k + v

n
i−1,j−1,k

ρnijk3∆x∆y
µ∆t +

+
wni+1,j,k+1 −w

n
i+1,j,k−1 −w

n
i−1,j,k+1 +w

n
i−1,j,k−1

ρnijk3∆x∆z
µ∆t ,

v̄nijk −
v̄ni+1,j,k − 2 v̄

n
i,j,k + v̄

n
i−1,j,k

ρnijk (∆x)
2

µ∆t−
v̄ni,j+1,k − 2 v̄

n
i,j,k + v̄

n
i,j−1,k

ρnijk3 (∆y)
2

4µ∆t −

−
v̄ni,j,k+1 − 2 v̄

n
i,j,k + v̄

n
i,j,k−1

ρnijk (∆z)
2

µ∆t = vnijk −
pni,j+1,k − p

n
i,j−1,k

ρnijk2∆y
∆t +

+
uni+1,j+1,k − u

n
i−1,j+1,k − u

n
i+1,j−1,k + u

n
i−1,j−1,k

ρnijk3∆y∆x
µ∆t +

+
wni,j+1,k+1 −w

n
i,j+1,k−1 −w

n
i,j−1,k+1 +w

n
i,j−1,k−1

ρnijk3∆y∆z
µ∆t ,

w̄nijk −
w̄ni+1,j,k − 2 w̄

n
i,j,k + w̄

n
i−1,j,k

ρnijk (∆x)
2

µ∆t−
w̄ni,j+1,k − 2 w̄

n
i,j,k + w̄

n
i,j−1,k

ρnijk (∆y)
2

µ∆t −

−
w̄ni,j,k+1 − 2 w̄

n
i,j,k + w̄

n
i,j,k−1

ρnijk3 (∆z)
2

4µ∆t = wnijk −
pni,j,k+1 − p

n
i,j,k−1

ρnijk2∆z
∆t +

+
vuni+1,j,k+1 − u

n
i−1,j,k+1 − u

n
i+1,j,k−1 + u

n
i−1,j,k−1

ρnijk3∆z∆x
µ∆t +

+
vni,j+1,k+1 − v

n
i,j−1,k+1 − v

n
i,j+1,k−1 + v

n
i,j−1,k−1

ρnijk3∆z∆y
µ∆t ,

where it is assumed that the coefficient µ is constant. If the coefficient is not
constant, a more complex approximation should be used.

Similar changes should be made to the remaining ratio for Ēnijk from (1.5) to
take into account the viscous and thermal effects. The use of an explicit-implicit
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scheme in the case under consideration is natural, since the stability conditions
for explicit schemes are rather stringent, for example, according to [3] and [5]. Of
course, it is more convenient to represent the last equation in (1.23) in the form

∂ρcΘ

∂t
− div(k∇Θ) = div(τ ·W) − div(ρWE) − div(pW) − (ρK) ′t,

since the internal energy can be represented in the form J = cΘ , where c is the
specific heat capacity at constant volume and K = E− J is the kinetic energy in
the following form K = u2/2 + v2/2 + w2/2. Using such a representation, it is
easy to write an explicit-implicit approximation for the last equation from (1.23),
which should be taken into account in (1.5).

Therefore, practically without changing the stages of the presented method,
with the exception of the Eulerian one, it is possible to take into account the
viscous and thermal effects when modeling the processes under consideration.
At the Euler stage, the above relations lead to an explicit-implicit scheme and
the need to invert the difference operator for this approximation. Well-known
splitting methods can be used to invert such an operator. In addition, to simulate
the dynamics of fluids in porous media, it is necessary to freeze particles in cells
that have suitable sizes, for example, setting uns = vns = wns = 0 in (1.17).

Thus, a new method of modeling for heterogeneous fluid dynamics processes
is presented. The method is based on relevant approximation of conservation
laws for masses, momentums, and energies in integral and differential forms.
The approximation is natural and numerical simulations are realized as direct
computer experiments. The method seems to be much more adequate to the
physical and mathematical essence of the dynamics because conservation laws are
fulfilled on the discrete level with a suitable degree of approximation.

The combination of Harlow particle-in-cell method and Belotserkovskiy large
particles method is used for computing by the method simulation. The method
was announced in [19–21] and can also be used for modeling processes in which
phase transitions is taken into account.
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Роздiл 2

Збiжнiсть проксимального алгоритму для
задачi дворiвневої опуклої мiнiмiзацiї

Дворiвнева задача опуклої оптимiзацiї полягає у мiнiмiзацiї першої опуклої
функцiї на множинi мiнiмумiв другої опуклої функцiї. Ця постановка має ба-
гато застосувань, але неявнi обмеження, що породженi внутрiшньою задачею
ускладнюють отримання умов оптимальностi та побудову методiв. Подiбним
чином формулюються й n-рiвневi задачi, джерелом яких стали питання опти-
мiзацiї за послiдовно заданими критерiями (лексикографiчна оптимiзацiя).

Крiм того, в теорiї некоректних задач є популярним такий пiдхiд до розв’я-
зання задач з неєдиним розв’язком. Розглядають певну родину збурених за-
дач, однозначно та коректно розв’язних. Частинний розв’язок вихiдної зада-
чi одержують як границю розв’язкiв збурених задач при зменшеннi збурень.
Знайденi так частиннi розв’язки задовольняють певним додатковим умовам,
наприклад, мiнiмальнiсть норми нормального розв’язку оптимiзацiйної зада-
чi.

Методи, що подiбнi до схем методу штрафу чи регуляризацiї, для цих задач
розробляли ще в 1970-х (В. В. Подiновський, I. I. Єрьомiн). У 1990-х знову
з’явився iнтерес до цих задач. Почали пропонуватись новi методи.

Нехай H — гiльбертовий простiр, f1, f2 — заданi на H власнi опуклi напiв-
неперервнi знизу функцiонали. Розглянуто питання розв’язання дворiвневої
задачi мiнiмiзацiї вигляду

f2(x)→ min, x ∈ argminf1,

за допомогою проксимального алгоритму

xn+1 = proxλn(f2+αnf1)xn.

У випадку сильної опуклостi f2 наведено теорему про сильну збiжнiсть. При
деяких метричних умовах на функцiонал f1 доведено теореми про слабку
збiжнiсть та слабку збiжнiсть у розумiннi Чезаро.
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Розглянуто застосування до дворiвневої опуклої задачi мiнiмiзацiї альтер-
нуючого проксимального алгоритму. При деяких метричних умовах на фун-
кцiонал задачi першого рiвня доведено теореми про сильну та слабку збi-
жнiсть.

Зазначимо, що проксимальнi методи останнiм часом є лiдерами серед об-
числювально ефективних алгоритмiв в Data Science. А одним з найбiльш
ефективних проксимальних методiв є ADMM.

У роботi [1] запропоновано цiкавий варiант багатоблокового ADMM з при-
скоренням Нестерова на кожнiй iтерацiї. Алгоритм застосовано для прогнозу-
вання виживаностi онкологiчних хворих (визначення найважливiшого серед
факторiв, якi впливають на тривалiсть життя пiсля проведеної операцiї, а
також прогнозування тривалостi життя).

2.1 Дворiвнева задача опуклої мiнiмiзацiї

В оптимiзацiї та теорiї некоректних задач є популярним такий пiдхiд до
розв’язання задач з неєдиним розв’язком [24, 25]. Розглядають певну роди-
ну збурених задач, однозначно та коректно розв’язних. Частинний розв’я-
зок вихiдної задачi одержують як границю розв’язкiв збурених задач при
зменшеннi збурень. Знайденi так частиннi розв’язки задовольняють певним
додатковим умовам, наприклад, мiнiмальнiсть норми нормального розв’язку
оптимiзацiйної задачi.

Iншим джерелом задач вигляду

f2(x)→ min, x ∈ argminf1

є метод штрафiв зняття обмежень [26,27] та задачi оптимiзацiї за послiдовно
заданними критерiями (лексикографiчна, послiдовна або багатоетапна опти-
мiзацiя [28,29]).

Останнiм часом з’явились роботи по бiльш загальним задачам: послiдовним
варiацiйним нерiвностям [30–36] та послiдовним задачам про нерухомi точки
[37].

Розглянемо дворiвневу задачу опуклої мiнiмiзацiї в гiльбертовому просторi.
Ефективнi методи розв’язання таких задач у скiнченновимiрнiй постановцi
запропонованi в [38,39].

Нашою метою є дослiдження збiжностi схем вигляду

xn+1 = argminy∈H

{
λnf2(y) + λnαnf1(y) +

1

2
‖y− xn‖2

}
.
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При αn = 0 маємо проксимальний метод для задачi

f2 → min,

збiжностi рiзних варiантiв якого присвячено багато робiт [40–45]. У роботi [45]
доведено сильну збiжнiсть методу

xn+1 = argminy∈H

{
αn ‖y‖2 + f1(y) +

1

2λn
‖y− xn‖2

}
до нормального розв’язку задачi f1 → min.

Основний результат такий: для опуклих напiвнеперервних знизу функцiо-
налiв f2 та опуклих напiвнеперервних знизу функцiоналiв f1, що задоволь-
няють деякiй метричнiй умовi, доведено теореми збiжностi наведеної схеми.
У роботi використана технiка, розвинута в [46–51]. Усi необхiднi вiдомостi з
нелiнiйного та опуклого аналiзу наведено в книгах [52–56].

Перейдемо до точної постановки задачi.
Нехай H — дiйсний простiр Гiльберта зi скалярним добутком (·, ·) та нор-

мою ‖·‖. Нехай f1, f2 : H→ R ∪ {+∞} — власнi опуклi напiвнеперервнi знизу
функцiонали. Припустимо, що

argminf1 6= ∅ та min f1 = 0.

Множина argminf1 — замкнена та опукла.
Розглянемо задачу

f2(x)→ min, x ∈ argminf1. (2.1)

Припустимо, що 0 ∈ int (domf2 − argminf1). Позначимо через C множину
argminf1, а через S множину розв’язкiв задачi (2.1). Задача (2.1) еквiвалентна
включенню

знайти x ∈ H : 0 ∈ ∂f2(x) +NCx,
де NCx — нормальный конус множини C ⊆ H в точцi x ∈ H, тобто

NCx =

{
{z ∈ H : (z, y− x) ≤ 0 ∀y ∈ C} , якщо x ∈ C,
∅, iнакше.

Нехай g : H → R ∪ {+∞} — власний опуклий напiвнеперервний знизу
функцiонал. Проксимальним оператором [57], асоцiйованим з g, називають
оператор

H 3 x 7→ proxgx = argminy∈H

(
g(y) +

1

2
‖y− x‖2

)
.
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Для доведення збiжностi алгоритму будемо використовувати наступнi леми
про числовi послiдовностi та послiдовностi елементiв гiльбертових просторiв.

Лема 2.1. Нехай обмежена знизу послiдовнiсть (an) та послiдовностi
невiд’ємних чисел (bn) i (cn) такi, що an+1−an+ bn ≤ cn,

∑∞
n=1 cn < +∞.

Тодi iснує limn→∞ an ∈ R i
∑∞

n=1 bn < +∞.

Лема 2.2. Нехай H — гiльбертовий простiр; F ⊆ H — непорожня мно-
жина; (xn) — послiдовнiсть точок H. Припустимо, що:

1) усi слабкi частковi границi послiдовностi (xn) належать F;

2) для всiх y ∈ F iснує limn→∞ ‖xn − y‖ ∈ R.

Тодi (xn) слабко збiгається до деякої точки x ∈ F.

Зауваження 2.1. Лема 2.2 [58] дозволяє доводити слабку збiжнiсть по-
слiдовностей без апрiорного знання границi.

2.2 Проксимальний алгоритм для дворiвневої задачi

Нехай (λn), (αn) — послiдовностi додатнiх чисел.

Алгоритм 2.1. Обираємо x1 ∈ H та генеруємо послiдовнiсть елементiв
(xn) за допомогою iтерацiйної схеми

xn+1 = proxλn(f2+αnf1)xn.

Зауваження 2.2. При αn = 1 маємо класичний проксимальний метод
для задачi f1 + f2 → min [40–42].

Подальший план такий. Спочатку наводиться теорема сильної збiжнiсть
алгоритму для сильно опуклого функцiоналу f2. А далi вводиться певна ме-
трична умова на функцiонал f1 (умова (A1)) та при її виконаннi одержуються
двi теореми про слабку збiжнiсть.

В кiнцi розглянемо питання про слабку збiжнiсть за Чезаро породжених
алгоритмом послiдовностей.

2.2.1 Сильна збiжнiсть

У випадку сильної опуклостi f2 алгоритм 2.1 cильно збiгається до єдиного
розв’язку задачi (2.1). Наступна теорема отримана за допомогою незначної
модифiкацiї мiркувань роботи [35].
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Теорема 2.1. Нехай функцiонал f2 сильно опуклий. Припустимо, що
∞∑
n=1

λn = +∞, lim
n→∞ λn = 0,

lim
n→∞αn = +∞, lim inf

n→∞ αnλn > 0.

Тодi породжена алгоритмом 2.1 послiдовнiсть (xn) cильно збiгається до
єдиного розв’язку задачi (2.1).

2.2.2 Основнi нерiвностi

Перейдемо до вивчення поведiнки алгоритму 2.1 у ситуацiї, коли функцiо-
нал f2 не є сильно опуклим.

Припустимо, що

(A1) ∃k > 0 : f1(x) ≥ k · d2C(x) = k ·miny∈C ‖x− y‖2 ∀x ∈ H.

З мiркувань теорiї двоїстостi опуклих функцiоналiв [52, 53, 56] випливає
такий факт [50].

Лема 2.3. Нехай для f1 виконується припущення (A1). Тодi для z ∈ C i
w ∈ NCz має мiсце нерiвнiсть

(w, x) − f1(x) − (w, z) ≤ 1

4k
‖w‖2 ∀x ∈ H.

Доведення. Оскiльки

(w, x) − f1(x) − (w, z) ≤ f∗1(w) − σC(w),

то достатньо довести оцiнку

f∗1(·) − σC(·) ≤
1

4k
‖·‖2 .

Ця оцiнка випливає iз однорiдностi опорної функцiї σC, нерiвностi

f∗1(·) ≤
(
k · d2C

)∗
(·) = 2k

(
d2C
2

)∗ ( ·
2k

)
та рiвностi (

d2C
2

)∗
=

(
‖·‖2

2
⊕ χC

)∗
=
‖·‖2

2
+ σC,

де χC — iндикаторна функцiя множини C, ⊕ — операцiя iнфiмальної конво-
люцiї.
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Зауваження 2.3. Якщо припустити iснування параметрiв k > 0, p > 1,
таких, що

f1(x) ≥ k · dpC(x) = k ·min
y∈C
‖x− y‖p ∀x ∈ H,

то для z ∈ C i w ∈ NCz можна довести оцiнку

(w, x) − f1(x) − (w, z) ≤ 1

q(pk)q−1
‖w‖q ∀x ∈ H,

дe q > 1 та 1
q
+ 1

p
= 1.

Отримаємо онсновну нерiвнiсть.

Лема 2.4. Нехай для f1 виконується припущення (A1). Нехай z ∈ C,
v ∈ ∂f2(z) +NCz, а точка w ∈ NCz, така, що

v−w ∈ ∂f2(z).

Тодi виконується нерiвнiсть

‖xn+1 − z‖2 − ‖xn − z‖2 + ‖xn − xn+1‖2 + λnαnf1(xn+1) ≤

≤ 2λn(v, z− xn+1) +
λn

αn

1

k
‖w‖2 . (2.2)

Доведення. Оскiльки

xn+1 = argminy∈H

{
λnf2(y) + λnαnf1(y) +

1

2
‖y− xn‖2

}
,

то маємо
0 ∈ λn∂f2(xn+1) + λnαn∂f1(xn+1) + xn+1 − xn,

тобто, iснують
u1n+1 ∈ ∂f1(xn+1), u2n+1 ∈ ∂f2(xn+1),

такi, що
λnu

2
n+1 + λnαnu

1
n+1 = xn − xn+1.

Має мiсце рiвнiсть

‖xn − z‖2 = ‖xn+1 − z‖2 + ‖xn − xn+1‖2 + 2(xn+1 − z, xn − xn+1) =
= ‖xn+1 − z‖2 + ‖xn − xn+1‖2 + 2λn(xn+1 − z, u2n+1 + αnu1n+1).

Iз нерiвностi

−f1(xn+1) = f1(z) − f1(xn+1) ≥ (u1n+1, z− xn+1)
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випливає оцiнка

‖xn+1 − z‖2 − ‖xn − z‖2 + ‖xn − xn+1‖2 + λnαnf1(xn+1) ≤
≤ 2λn(u2n+1, z− xn+1) − λnαnf1(xn+1).

Монотоннiсть оператора ∂f2 дає оцiнку

(u2n+1, z− xn+1) ≤ (v−w, z− xn+1).

Тому

2λn(u
2
n+1, z− xn+1) − λnαnf1(xn+1) ≤ 2λn(v−w, z− xn+1) − λnαnf1(xn+1) =

= 2λn(v, z− xn+1) + λnαn

{(
2w

αn
, xn+1

)
− f1(xn+1) −

(
2w

αn
, z

)}
.

Враховуючи лему 2.3, отримуємо нерiвнiсть (2.2).

2.2.3 Слабка збiжнiсть

Має мiсце

Лема 2.5. Нехай S 6= ∅, виконується умова (A1). Припустимо, що
∞∑
n=1

λn

αn
< +∞. (2.3)

Тодi

1) ∀z ∈ S ∃ limn→∞ ‖xn − z‖ ∈ R;

2)
∑∞

n=1 ‖xn+1 − xn‖
2
< +∞;

3)
∑∞

n=1 λnαnf1(xn+1) < +∞.

Доведення. Оскiльки S 6= ∅, то в нерiвностi (2.2) з леми 2.4 для z ∈ S можна
покласти v = 0 = w − w, де w ∈ −∂f2(z) ∩ NCz (випливає з включення
0 ∈ ∂f2(z) +NCz). Маємо

‖xn+1 − z‖2 − ‖xn − z‖2 + ‖xn − xn+1‖2 + λnαnf1(xn+1) ≤
λn

αn

1

k
‖w‖2 . (2.4)

Твердження 1), 2) та 3) випливають з (2.3), (2.4) та леми 2.1.

Доведемо слабку збiжнiсть послiдовностi (xn) до розв’язку задачi (2.1). В
силу леми 2.2 та твердження 1) леми 2.5 для цього достатньо показати, що
всi слабкi частковi границi послiдовностi (xn) належать множинi S. Оскiльки
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функцiонали f1 та f2 cлабко напiвнеперервнi знизу, то останнє випливати-
ме з наступної асимптотичної поведiнки числових послiдовностей (f1(xn)),
(f2(xn))

lim
n→∞ f1(xn) = 0, (2.5)

lim sup
n→∞ f2(xn) ≤ f2(z) ∀z ∈ S. (2.6)

Теорема 2.2. Нехай S 6= ∅, виконується умова (A1). Припустимо, що
∞∑
n=1

λn

αn
< +∞, (2.7)

lim inf
n→∞ λn > 0. (2.8)

Тодi породжена алгоритмом 2.1 послiдовнiсть (xn) cлабко збiгається до
розв’язку задачi (2.1).

Зауваження 2.4. Умовам теореми 2.2 задовольняє варiант алгоритму 2.1
з λn = 1, αn = n2:

xn+1 = argminy∈H

{
f2(y) + n

2f1(y) +
1

2
‖y− xn‖2

}
.

Доведення теореми 2.2. З (2.7) та (2.8) випливає, що limn→∞ αn = +∞. Тому
для деяких m ∈ N та c > 0 виконується

λnαn ≥ c ∀n ≥ m.

Тому, враховуючи факт 3) з леми 2.5, маємо

c

∞∑
n=m

f1(xn+1) ≤
∞∑
n=m

λnαnf1(xn+1) < +∞.
Звiдки випливає (2.5).

Доведемо (2.6) вiд супротивного. Припустимо iснування z ∈ S такого, що
lim supn→∞ f2(xn) > f2(z). Тобто iснує така пiдпослiдовнiсть (xnk), що для
деякого δ > 0 виконується

f2(xnk) − f2(z) ≥ δ ∀k ∈ N. (2.9)

Оскiльки

xnk = argminy∈H

{
λnk−1f2(y) + λnk−1αnk−1f1(y) +

1

2
‖y− xnk−1‖

2

}
,
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то

λnk−1 (f2(y) + αnk−1f1(y) − f2(xnk) − αnk−1f1(xnk))+

+ (xnk − xnk−1, y− xnk) ≥ 0 (2.10)

для всiх y ∈ H. Поклавши в (2.10) y = z ∈ S i врахувавши рiвнiсть f1(z) = 0,
одержимо

2λnk−1 (f2(xnk) − f2(z)) ≤ ‖xnk−1 − z‖
2−

− ‖xnk − z‖
2 − ‖xnk−1 − xnk‖

2 − 2λnk−1αnk−1f1(xnk) ≤
≤ ‖xnk−1 − z‖

2 − ‖xnk − z‖
2 − 2λnk−1αnk−1f1(xnk). (2.11)

Не зменшуючи загальностi, можна вважати, що λn ≥ d > 0 для n ≥ n1.
Cумуючи нерiвностi (2.11) та враховуючи оцiнку (2.9), одержимо

0 < 2δNd ≤ 2δ
N∑
k=1

λnk−1 ≤ 2
N∑
k=1

λnk−1 (f2(xnk) − f2(z)) ≤

≤ ‖xn1−1 − z‖
2 − 2

N∑
k=1

λnk−1αnk−1f1(xnk). (2.12)

Спрямувавши в (2.12) число N до нескiнченностi, прийдемо до абсурду.

Теорема 2.3. Нехай S 6= ∅, виконується умова (A1). Припустимо, що
∞∑
n=1

λn

αn
< +∞, (2.13)

∞∑
n=1

λn = +∞, (2.14)

lim
n→∞αn = +∞, (2.15)

∃M > 0 : αn+1 − αn ≤Mλnαn. (2.16)

Тодi породжена алгоритмом 2.1 послiдовнiсть (xn) cлабко збiгається до
розв’язку задачi (2.1).

Зауваження 2.5. Умовам теореми 2.3 задовольняє варiант алгоритму 2.1
з λn = 1

n
, αn = n2:

xn+1 = argminy∈H

{
1

n
f2(y) + nf1(y) +

1

2
‖y− xn‖2

}
. (2.17)

З теореми 2.2 не випливає збiжнiсть схеми (2.17).
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Доведення теореми 2.3. Маємо

λnf2(xn+1) + λnαnf1(xn+1) +
1

2
‖xn+1 − xn‖2 ≤ λnf2(xn) + λnαnf1(xn).

Врахувавши (2.16), отримаємо

f2(xn+1) + αnf1(xn+1) ≤ f2(xn) + αnf1(xn) ≤
≤ f2(xn) + αn−1f1(xn) + (αn − αn−1) f1(xn) ≤

≤ f2(xn) + αn−1f1(xn) +Mλn−1αn−1f1(xn). (2.18)

Застосувавши до нерiвностi (2.18) лему 2.1 та твердження 3) леми 2.5, отри-
маємо iснування скiнченної границi limn→∞ (f2(xn+1) + αnf1(xn+1)).

Для всiх N > 1 та z ∈ S має мiсце оцiнка (отримана сумуванням нерiвно-
стей, аналогiчних (2.11))

2

N∑
n=1

λn (f2(xn+1) + αnf1(xn+1) − f2(z)) ≤ ‖x1 − z‖2 . (2.19)

Покажемо, що

lim
n→∞ (f2(xn+1) + αnf1(xn+1)) ≤ f2(z) ∀z ∈ S,

звiдки одержимо (2.6). Мiркуємо вiд супротивного. Припустимо iснування
z ∈ S такого, що limn→∞ (f2(xn+1) + αnf1(xn+1)) > f2(z). Тобто iснують такi
δ > 0, n0 ∈ N, що для всiх n > n0 виконується

f2(xn+1) + αnf1(xn+1) − f2(z) > δ. (2.20)

Для всiх N > n0 з (2.19) та (2.20) випливає оцiнка

2δ

N∑
n=n0+1

λn ≤ ‖x1 − z‖2 − 2
n0∑
n=1

λn (f2(xn+1) + αnf1(xn+1) − f2(z)) .

Отже, (λn) ∈ `1, що суперечить умовi (2.14).

З умови (2.15) та

αnf1(xn+1) = (f2(xn+1) + αnf1(xn+1)) − f2(xn+1) = O(1)

випливає (2.5).
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2.2.4 Слабка збiжнiсть за Чезаро

Використовуючи технiку, розвинуту в [46], покажемо, що розв’язнiсть за-
дачi (2.1) рiвносильна слабкiй збiжностi послiдовностi середнiх за Чезаро еле-
ментiв xn, породжених алгоритмом 2.1.

Перш за все сформулюємо вiдоме твердження [46].

Лема 2.6. Нехай H — гiльбертовий простiр; F ⊆ H — непорожня мно-
жина; (xn) — послiдовнiсть точок H i x̄n =

∑n
k=1 λkxk∑n
k=1 λk

, де (λn) — послiдов-
нiсть додатнiх чисел така, що

∑∞
n=1 λn = +∞. Припустимо, що:

1) усi слабкi частковi границi послiдовностi (x̄n) належать F;

2) для всiх y ∈ F iснує limn→∞ ‖xn − y‖ ∈ R.

Тодi (x̄n) слабко збiгається до деякої точки x ∈ F.

Має мiсце

Лема 2.7. Для точок z, v, w з леми 2.4 та породженої алгоритмом 2.1
послiдовностi (xn) виконується нерiвнiсть

−
‖x1 − z‖2

2
∑n

i=1 λi
≤ (v, z− x̄n+1) +

1∑n
i=1 λi

(
n∑
i=1

λi

αi

)
1

2k
‖w‖2 , (2.21)

де x̄n =
∑n−1
i=1 λixi+1∑n−1
i=1 λi

.

Доведення. Для i = 1, n маємо

‖xi+1 − z‖2 − ‖xi − z‖2

2
≤ λi(v, z− xi+1) +

λi

αi

1

2k
‖w‖2 .

Просумувавши цi нерiвностi по i вiд 1 до n, пiсля дiлення на
∑n

i=1 λi, одер-
жимо (2.21).

Сформулюємо основний результат роздiлу.

Теорема 2.4. Нехай виконуються умова (A1). Припустимо, що
∞∑
n=1

λn

αn
< +∞, (2.22)

∞∑
n=1

λn = +∞. (2.23)

Тодi справедливi твердження:
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1) якщо S 6= ∅, то послiдовнiсть чезарiвських середнiх (x̄n) слабко збiгає-
ться до точки з множини S;

2) якщо S = ∅, то ‖x̄n‖→ +∞.

Доведення. Якщо S 6= ∅, то за лемою 2.5 послiдовнiсть (xn) обмежена та iснує
limn→∞ ‖xn − z‖ ∈ R для всiх z ∈ S. Те саме має мiсце i для послiдовностi
середнiх

x̄n =

∑n−1
i=1 λixi+1∑n−1
i=1 λi

.

Тому послiдовнiсть (x̄n) має слабко збiжну до деякого x̄ ∈ H пiдпослiдовнiсть
(x̄nk). Записавши (2.21) для x̄nk та здiйснивши (з урахуванням (2.22), (2.23))
граничний перехiд при k→∞, отримаємо

(v, z− x̄) ≥ 0

для всiх z ∈ C, v ∈ ∂f2(z) + NCz. З максимальної монотонностi ∂f2 + NC
випливає включення x̄ ∈ S.

Отже, у випадку S 6= ∅ для згенерованої алгоритмом послiдовностi (xn)
i множини F = S виконанi умови леми 2.6. Тому послiдовнiсть (x̄n) слабко
збiгається до точки з множини S.

Припустимо, що S = ∅. Тодi ‖x̄n‖→ +∞. Дiйсно, iнакше послiдовнiсть (x̄n)
має слабку граничну точку x̄ ∈ H, що, як було показано, лежить в множинi
S.

2.2.5 Зауваження

Для задачi (2.1) ми одержали такий основний результат. Якщо додатнi
послiдовностi (λn) та (αn) задовольняють умови

(λn/αn) ∈ `1, (2.24)

lim inf
n→∞ λn > 0 aбo


(λn) /∈ `1,
limn→∞ αn = +∞,
∃M > 0 : αn+1 − αn ≤Mλnαn,

то алгоритм
xn+1 = proxλn(f2+αnf1)xn (2.25)

слабко збiгається до розв’язку задачi (2.1) (теореми 2.2, 2.3). Зокрема, послi-
довнiсть (xn), породжена схемою

xn+1 = argminy∈H

{
f2(y) + n

αf1(y) +
nγ

2
‖y− xn‖2

}
,
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слабко збiжна до розв’язку задачi (2.1) при виконаннi умов:

γ ≤ 1, α > 1− γ.

При виконаннi умов (2.24) та (λn) /∈ `1 доведено слабку збiжнiсть чезаров-
ських середнiх породженої алгоритмом послiдовностi (теорема 2.4).

Зауваження 2.6. Якщо замiсть умови (A1) функцiонал f1 задовольняє
умову росту зауваження 2.3, то замiнивши (2.24) на умову (λn/α

q−1
n ) ∈ `1, дe

q > 1 та 1
q
+ 1

p
= 1, одержуємо аналогiчнi результати про збiжнiсть (2.25).

2.3 Альтернуючий проксимальний алгоритм для задачi
дворiвневої опуклої мiнiмiзацiї

Тепер для дворiвневої задачi опуклої мiнiмiзацiї (2.1) розглянемо схему
вигляду  yn = argminy∈H

{
λnf2(y) +

1
2
‖y− xn‖2

}
,

xn+1 = argminy∈H
{
λnαnf1(y) +

1
2
‖y− yn‖2

}
.

При αn = 1 маємо альтернуючий метод проксимальної декомпозицiї для за-
дачi f1 + f2 → min [46, 47].

2.3.1 Альтернуючий проксимальний алгоритм

Нехай (λn), (αn) — послiдовностi додатнiх чисел. Розглянемо

Алгоритм 2.2. Обираємо x1 ∈ H та генеруємо послiдовнiсть елементiв
(xn) за допомогою iтерацiйної схеми{

yn = proxλnf2xn,
xn+1 = proxλnαnf1yn.

Для породжених алгоритмом 2.2 послiдовностей (xn) та (yn) мають мiсце
наступнi твердження.

Лема 2.8. Нехай z ∈ C, v ∈ ∂f2(z) + NCz, а точки w∗ ∈ ∂f2(z), w∗∗ ∈
NCz, такi, що v = w∗ +w∗∗. Тодi виконується нерiвнiсть

‖xn+1 − z‖2 − ‖xn − z‖2 + ‖xn − yn‖2 +
1

2
‖xn+1 − yn‖2+

+ λnαnf1(xn+1) ≤ 2λn(v, z− xn+1) +
λn

αn

1

k
‖w∗∗‖2 + 2λ2n ‖w∗‖

2
. (2.26)
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Доведення. Оскiльки yn = argminy∈H
{
λnf2(y) +

1
2
‖y− xn‖2

}
,

xn+1 = argminy∈H
{
λnαnf1(y) +

1
2
‖y− yn‖2

}
,

то xn−yn ∈ λn∂f2(yn), yn−xn+1 ∈ λnαn∂f1(xn+1). З монотонностi оператора
∂f2 випливає оцiнка

‖xn − z‖2 − ‖yn − z‖2 − ‖xn − yn‖2 =
= 2(xn − yn, yn − z) ≥ 2λn(w∗, yn − z). (2.27)

З нерiвностi

−f1(xn+1) = f1(z) − f1(xn+1) ≥
1

λnαn
(yn − xn+1, z− xn+1)

випливає оцiнка

‖yn − z‖2 − ‖xn+1 − z‖2 − ‖xn+1 − yn‖2 =
= 2(yn − xn+1, xn+1 − z) ≥ 2λnαnf1(xn+1). (2.28)

Додавши (2.27) до (2.28), одержимо

‖xn − z‖2 − ‖xn+1 − z‖2 − ‖xn − yn‖2 − ‖xn+1 − yn‖2 ≥
≥ 2λnαnf1(xn+1) + 2λn(w∗, yn − z).

Маємо

2λn(w
∗, yn − z) = 2λn(w

∗, xn+1 − z) + 2λn(w
∗, yn − xn+1).

Оскiльки

2λn(w
∗, yn − xn+1) = (2λnw

∗, yn − xn+1) ≥ −2λ2n ‖w∗‖
2 −

1

2
‖yn − xn+1‖2 ,

то

‖xn − z‖2 − ‖xn+1 − z‖2 − ‖xn − yn‖2 −
1

2
‖xn+1 − yn‖2 ≥

≥ 2λnαnf1(xn+1) + 2λn(w∗, xn+1 − z) − 2λ2n ‖w∗‖
2
. (2.29)

Нерiвнiсть (2.29) перепишимо у наступному виглядi (використали рiвнiсть
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v = w∗ +w∗∗)

‖xn+1 − z‖2 − ‖xn − z‖2 + ‖xn − yn‖2 +
1

2
‖xn+1 − yn‖2+

+ λnαnf1(xn+1) ≤ −λnαnf1(xn+1) + 2λn(w
∗, z− xn+1) + 2λ

2
n ‖w∗‖

2 =

= 2λn(v, z− xn+1) + λnαn

{(
2w∗∗

αn
, xn+1

)
−

−f1(xn+1) −

(
2w∗∗

αn
, z

)}
+ 2λ2n ‖w∗‖

2
.

Враховуючи лему 2.3 отримуємо нерiвнiсть (2.26).

Лема 2.9. Для точок z, v, w∗ та w∗∗ з леми 2.8 виконується нерiвнiсть

−
‖x1 − z‖2

2
∑n

i=1 λi
≤ (v, z− x̄n+1) +

(∑n
i=1

λi
αi

1
2k
‖w∗∗‖2 +

∑n
i=1 λ

2
i ‖w∗‖

2
)

∑n
i=1 λi

,

де x̄n =
∑n−1
i=1 λixi+1∑n−1
i=1 λi

.

Лема 2.10. Нехай функцiонал f2 сильно опуклий з сталою c > 0. Тодi
для єдиного розв’язку задачi (2.1) z ∈ H виконоується нерiвнiсть

2cλn ‖xn+1 − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 − ‖xn+1 − z‖2 +
(
λn

αn

1

k
+ 2λ2n

)
‖w∗‖2 , (2.30)

де w∗ ∈ −∂f2(z) ∩NCz.

Доведення. Сильна монотоннiсть оператора ∂f2 [55] замiсть (2.27) дає оцiнку

‖xn − z‖2 − ‖yn − z‖2 − ‖xn − yn‖2 =
= 2(xn − yn, yn − z) ≥ 2λn(−w∗, yn − z) + 2cλn ‖yn − z‖2 .

З нерiвностi (2.28) випливає

‖xn+1 − z‖2 ≤ ‖yn − z‖2 .

Тому

‖xn − z‖2 − ‖yn − z‖2 − ‖xn − yn‖2 ≥
≥ 2λn(−w∗, yn − z) + 2cλn ‖xn+1 − z‖2 .

Повторивши мiркування доведення леми 2.8, отримаємо нерiвнiсть (2.30).
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2.3.2 Теореми збiжностi

Стосовно послiдовностей (λn) та (αn) зробимо такi припущення:

(A2)
∑∞

n=1 λn = +∞;

(A3)
∑∞

n=1
λn
αn
< +∞;

(A4)
∑∞

n=1 λ
2
n < +∞.

Зауваження 2.7. Наприклад, λn = 1
np
, 1/2 < p ≤ 1, αn = nq, q > 1− p.

Якщо c1
αn
≤ λn ≤ c2

αn
, де c1, c2 > 0, то умова (A3) рiвносильна умовi (A4).

Лема 2.11. Нехай S 6= ∅, виконуються (A1)–(A4). Тодi

1) ∀z ∈ S ∃ limn→∞ ‖xn − z‖ ∈ R;

2)
∑∞

n=1 ‖xn − yn‖
2
< +∞;

3)
∑∞

n=1 ‖xn+1 − yn‖
2
< +∞;

4)
∑∞

n=1 λnαnf1(xn+1) < +∞.

У випадку сильної опуклостi f2 алгоритм 2.2 cильно збiгається до єдиного
розв’язку задачi (2.1).

Теорема 2.5. Нехай функцiонал f2 сильно опуклий, виконуються (A1)–
(A4). Тодi породжена алгоритмом 2.2 послiдовнiсть (xn) cильно збiгається
до єдиного розв’язку задачi (2.1).

Доведення. Нехай z — розв’язок задачi (2.1), w∗ ∈ −∂f2(z)
⋂
NCz, c > 0 —

стала сильної опуклостi f2. За лемою 2.10 для n = 1,N маємо

2cλn ‖xn+1 − z‖2 ≤ ‖xn − z‖2 − ‖xn+1 − z‖2 +
(
λn

αn

1

k
+ 2λ2n

)
‖w∗‖2 .

Просумувавши нерiвностi, одержимо

2c

N∑
n=1

λn ‖xn+1 − z‖2 ≤ ‖x1 − z‖2 − ‖xN+1 − z‖2+

+

(
1

k

N∑
n=1

λn

αn
+ 2

N∑
n=1

λ2n

)
‖w∗‖2 ≤

≤ ‖x1 − z‖2 +

(
1

k

N∑
n=1

λn

αn
+ 2

N∑
n=1

λ2n

)
‖w∗‖2 .
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Пiсля граничного переходу при N→∞ маємо

2c

∞∑
n=1

λn ‖xn+1 − z‖2 ≤ ‖x1 − z‖2 +

(
1

k

∞∑
n=1

λn

αn
+ 2

∞∑
n=1

λ2n

)
‖w∗‖2 < +∞.

З умови (A2) та iснування limn→∞ ‖xn − z‖ випливає limn→∞ ‖xn − z‖ = 0.

Для не сильно опуклих функцiоналiв f2 встановлено факт слабкої збiжностi
алгоритму 2.2.

З лем 2.6, 2.9, 2.11 та мiркувань роботи [46] випливає збiжнiсть слабка
чезарiвських середнiх послiдовностi (xn).

Теорема 2.6. Нехай виконуються умови (A1)–(A4). Тодi справедливi
твердження:

1) якщо S 6= ∅, то послiдовнiсть чезарiвських середнiх (x̄n) слабко збiгає-
ться до точки з множини S;

2) якщо S = ∅, то ‖x̄n‖→ +∞.

Бiльш тонкий аналiз дозволяє довести слабку збiжнiсть послiдовностi (xn).
В силу леми 2.2 та твердження 1) леми 2.11 для цього достатньо показати, що
всi слабкi частковi границi послiдовностi (xn) належать множинi S. Оскiльки
функцiонали f1 та f2 cлабко напiвнеперервнi знизу,

lim
n→∞ ‖xn+1 − yn‖ = 0,

то останнє випливатиме з наступної асимптотичної поведiнки числових по-
слiдовностей (f1(xn)), (f2(yn))

lim
n→∞ f1(xn) = 0,

lim sup
n→∞ f2(yn) ≤ f2(z) ∀z ∈ S.

Має мiсце

Теорема 2.7. Нехай S 6= ∅, виконуються умови (A1)–(A4) та

lim inf
n→∞ αnλn > 0.

Тодi породжена алгоритмом 2.2 послiдовнiсть (xn) cлабко збiгається до
розв’язку задачi (2.1).
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Роздiл 3

Типовiсть розв’язностi неопуклих
екстремальних задач

У роздiлi категорними методами дослiджується iснування розв’язкiв де-
яких класiв неопуклих задач, якi залежать вiд параметра, що є елементом
повного метричного простору. Ми доводимо iснування масивних множин зна-
чень параметрiв, для яких задачi мають розв’язок, тобто показуємо, що вла-
стивiсть розв’язностi задач типова. Отриманi теореми застосовано до дослi-
дження iснування розв’язкiв задач оптимального керування лiнiйними систе-
мами. Останнiй параграф роздiлу присвячено дослiдженню задач векторної
оптимiзацiї, зокрема, доведенню варiанта варiацiйного принципу Девiлля–
Годфруа–Зiзлера.

Основнi результати роздiлу були опублiкованi у роботах [59–64].

3.1 Категорнi методи в теорiї екстремальних задач

Нехай (X, ρ) — повний метричний простiр i x ∈ X. Властивiсть P (x) на-
зиваємо типовою, якщо множина B ⊆ X, де вона виконується, мiстить злi-
ченний перетин непорожнiх вiдкритих скрiзь щiльних пiдмножин. Теорема
Бера про категорiю стверджує, що у повному метричному просторi довiльна
множина, яка мiстить злiченний перетин непорожнiх вiдкритих скрiзь щiль-
них пiдмножин, є скрiзь щiльною. Такi множини часто називають масивними.
Структура масивних множин багатша, нiж просто скрiзь щiльних пiдмножин.
Наприклад, двi скрiзь щiльнi множини можуть не перетинатись, тодi як пе-
ретин злiченної кiлькостi масивних пiдмножин повного метричного простору
завжди непорожнiй i скрiзь щiльний.

Є цiкава iгрова iнтерпретацiя поняття масивностi, пов’язана з класичною
грою Банаха-Мазура [65]. Нехай B — пiдмножина повного метричного про-
стору (X, ρ). Гравцi α i β грають у таку гру. Спочатку α обирає замкнену
кулю B1 ⊆ X; далi β обирає замкнену кулю B2 ⊆ B1 (diamB2 ≤ 1

2
diamB1); далi

α обирає замкнену кулю B3 ⊆ B2 (diamB3 ≤ 1
2
diamB2) i далi за чергою. Якщо
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множина ∩∞n=1Bn не перетинається з B, то перемагає α, iнакше перемагає β.
Стефан Банах довiв, що для β iснує виграшна стратегiя лише тодi, коли X\B
— множина першої категорiї, тобто B — масивна множина. Цей факт дає таке
тлумачення масивностi множини: це множина, з якою звичайний гравець β
(слiд лише скористатися своєю перевагою) виграє у будь-якого генiального
гравця α.

Для неопуклих задач оптимiзацiї вiдомо дуже небагато загальних резуль-
татiв про iснування та єдинiсть роз’язкiв. У нескiнченновимiрному випадку
та при вiдсутностi компактностi залишається не так вже багато засобiв ана-
лiзу. Поширена песимiстична думка [53], що в цiй ситуацiї взагалi не варто
сподiватись на загальнi теореми iснування та єдиностi. Приклади показують,
що можуть виникати рiзноманiтнi патологiчнi ситуацiї: обмежена знизу непе-
рервна функцiя не досягає свого iнфiмуму; мiнiмiзуюча послiдовнiсть може
збiгатись, а може i не збiгатись; у випадку, коли вона збiгається, її границя
може не спiвпадати з розв’язком задачi навiть тодi, коли вiн iснує.

Один з методiв дослiдження проблеми iснування розв’язкiв полягає у вкла-
деннi неопуклої екстремальної задачi у деяку параметричну родину задач з
подальшим доведенням iснування масивних (скрiзь щiльних i типу Gδ) мно-
жин значень параметрiв, для яких задачi з родини мають розв’язок.

Першi результати такого роду належать С. Б. Стєчкiну, який дослiдив за-
дачу найкращого наближення. Нехай X — замкнена пiдмножина банахового
простору E, для y ∈ E слiд знайти точку x̄ ∈ X таку, що

‖y− x̄‖E = inf
x∈X
‖y− x‖E .

Розглянемо множину iснування

E (X) =

{
y ∈ E : ∃x̄ ∈ X ‖y− x̄‖E = inf

x∈X
‖y− x‖E

}
.

У [66] доведено масивнiсть E (X) для довiльної непорожньої замкненої пiд-
множини X рiвномiрно опуклого банахового простору. Ця робота поклала
початок iнтенсивним дослiдженням категорних та щiльнiсних властивостей
в теорiї найкращого наближення (див. огляд [67]). У роботi [68] К.-С. Лау
узагальнив результат С. Б. Стєчкiна на випадок замкнених пiдмножин ло-
кально рiвномiрно опуклого рефлексивного простору E. Далi, в [69] С. В.
Конягiн описав клас банахових просторiв, в яких E (X) є множиною другої
категорiї для довiльної замкненої множини X ⊆ E. Це так званi простори
Єфiмова–Стєчкiна — рефлексивнi простори, в яких слабка збiжнiсть послi-
довностi елементiв iз S1 (E) = {x ∈ E : ‖x‖E = 1} до елементу iз S1 (E) тягне
сильну (умова Кадеця–Клi). У статтi [70] розглянуто задачу пошуку точок
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узагальненого найкращого наближення. Вiдмiннiсть вiд класичної задачi по-
лягає у використаннi для оцiнки вiдхилення елементiв функцiоналу Мiнков-
ського замкненого опуклого околу нуля банахового простору. При деяких
геометричних припущеннях на окiл, що породжує функцiонал Мiнковського,
автори отримали аналог згаданого результату С. Б. Стєчкiна.

Iнший напрямок дослiджень пов’язано iз задачами мiнiмiзацiї функцiоналiв
iз збуреннями типу норми. Нехай f — заданий на X функцiонал. У 1973 роцi
Ж. Баранже [71] узагальнив результат С. Б. Стєчкiна, довiвши типовiсть
розв’язностi задачi

f (x) + ‖y− x‖E → inf
x∈X

(3.1)

для замкненої непорожньої пiдмножини X рiвномiрно опуклого банахово-
го простору E та обмеженого знизу напiвнеперервного знизу функцiоналу
f : X → R. Огляд останнiх результатiв, пов’язаних iз категорними властиво-
стями розв’язностi задачi (3.1), є в статтi [72].

Нехай X — обмежена пiдмножина банахового простору (E, ‖·‖E). Однiєю з
класичних задач максимiзацiї є пошук найвiддаленiших точок у множинi X,
а саме: для y ∈ E слiд знайти точку x̄ ∈ X таку, що

‖y− x̄‖E = sup
x∈X
‖y− x‖E .

Розглянемо множину точок y ∈ E, для яких iснує найвiддаленiша в X
точка:

E (X) =

{
y ∈ E : ∃x̄ ∈ X ‖y− x̄‖E = sup

x∈X
‖y− x‖E

}
.

У 1966 роцi М. Едельштейн [73] довiв, що коли X — непорожня замкне-
на й обмежена пiдмножина рiвномiрно опуклого банахового простору1 E, то
множина E (X) щiльна в E. Тодi ж Е. Асплунд [74] розширив цей резуль-
тат, показавши, що коли X — непорожня замкнена й обмежена пiдмножина
рефлексивного локально рiвномiрно опуклого банахового простору E, то мно-
жина E (X) мiстить щiльну в E пiдмножину типу Gδ (множина має тип Gδ,
якщо вона є злiченним перетином вiдкритих множин). Нарештi, К.-С. Лау у
роботi [75] отримав подiбний результат для слабко компактної пiдмножини
довiльного банахового простору. У [76] Р. Девiль та В. Зiзлер показали, що
результат К.-С. Лау неможливо поширити на σ (E∗, E)-компактнi пiдмножини
спряженого банахового простору. Наприклад, для всiх α > 1 множина

Xα =

{
x = (xn) ∈ `1 :

∞∑
n=1

|xn|+

∞∑
n=1

|xn|
α ≤ 1

}
⊆ `1 = (c0)

∗

1Нагадаємо, що рiвномiрно опуклий банахiв простiр за теоремою Мiльмана–Петтiса є рефлексивним.
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опукла та компактна в топологiї σ (`1, c0), але для довiльної точки y ∈ l1 не
iснує точки x̄ ∈ Xα такої, що

‖y− x̄‖`1 = sup
x∈Xα
‖y− x‖`1 .

Нехай f — заданий на X функцiонал. Ж. Баранже [77] розглянув узагаль-
нення задачi про найвiддаленiшу точку: для y ∈ E знайти точку x̄ ∈ X таку,
що

f (x̄) + ‖y− x̄‖E = sup
x∈X

(f (x) + ‖y− x‖E) . (3.2)

У статтi [77] доведено, що коли X — непорожня замкнена й обмежена мно-
жина рiвномiрно опуклого банахового простору E, функцiонал f : X → R
— обмежений зверху та слабко напiвнеперервний зверху, то множина y ∈ E
таких, що задача (3.2) має розв’язок, є масивною. У [53,77,78] цей результат
перенесено на випадок задачi (3.2), поставленої у рефлексивному локально
рiвномiрно опуклому банаховому просторi. С. Кобзаш у статтi [79] узагаль-
нює для задачi (3.2) результат К.-С. Лау, довiвши масивнiсть множини y ∈ E
таких, що задача (3.2) має розв’язок, якщо X — слабко компактна пiдмножи-
на банахового простору E, а функцiонал f : X → R — обмежений зверху та
слабко напiвнеперервний зверху.

У роботах [53, 77] результати про типовiсть iснування розв’язкiв екстре-
мальної задачi (3.2) було використано при дослiдженнi задач оптимального
керування коефiцiєнтами елiптичних рiвнянь. Останнi вiдомi нам результати,
пов’язанi iз розв’язнiстю задачi (3.2), опублiковано в статтi [80].

У нелiнiйному аналiзi варiацiйними принципами називають групу резуль-
татiв про те, що напiвнеперервну знизу та обмежену знизу функцiю на пов-
ному метричному просторi можна як завгодно мало збурити так, що збурена
функцiя буде досягати мiнiмуму. Це перш за все теореми Екланда [53,54,81],
Борвейна–Прайса [82] та Девiлля–Годфруа–Зiзлера [83], якi мають багато за-
стосувань в теорiї оптимiзацiї. Ряд аналогiв принципу Екланда для вектор-
нозначних вiдображень отримано у статтях К. Таммер [84,85].

Серед згаданих теорем варiацiйний принцип Девiлля–Годфруа–Зiзлера є
твердженням про масивнiсть множини адитивних збурень, що забезпечують
розв’язнiсть. Для векторнозначних вiдображень деякий аналог цього прин-
ципу було отримано у роботi [86]. Ми отримаємо близький результат. Але
на вiдмiну вiд [86], розглянемо вiдображення, заданi на метричному просто-
рi, а не на лiнiйному нормованому; внутрiшнiсть конусу K ⊆ E може бути
порожньою.
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3.2 Максимiзацiя на σ (E, E∗)-компактних множинах

3.2.1 Постановка задачi та деякi зауваження

Розглянемо дiйсний банаховий простiр (E, ‖·‖E) iз спряженим (E∗, ‖·‖E∗).
Нехай B — замкнена опукла пiдмножина простору E така, що 0 ∈ intB. Оче-
видно, що множина B поглинаюча, але не обов’язково симетрична. Нагада-
ємо, що функцiонал Мiнковського µB : E → R множини B задається таким
чином

µB (x) = inf {λ > 0 : x ∈ λB} ∀x ∈ E.
Сформулюємо добре вiдомi властивостi функцiонала Мiнковського, якi ви-

пливають безпосередньо з його означення.

Твердження 3.1. Для довiльних x ∈ E i y ∈ E маємо:

1) µB (x) > 0 i x = 0 ⇒ µB (x) = 0;

2) µB (αx) = αµB (x) ∀α ≥ 0;

3) µB (x+ y) 6 µB (x) + µB (y);

4) −µB (y− x) 6 µB (x) − µB (y) 6 µB (x− y);

5) µB (−x) = µ−B (x);

6) µB (x) = 1⇔ x ∈ frB;

7) µB (x) < 1⇔ x ∈ intB;

8) µαB (x) = 1
α
µB (x) ∀α > 0;

9) m0 ‖x‖E 6 µB (x) 6 m1 ‖x‖E, де m0 = infx∈E: ‖x‖E=1 µB (x), m1 =

supx∈E: ‖x‖E=1 µB (x).

Без обмеження загальностi будемо вважати, що одинична замкнена куля
B1 (E) є пiдмножиною B.

Нехай X ⊆ E — непорожня обмежена множина. Для обмеженого зверху
функцiонала f : X→ R та точки y ∈ E розглянемо задачу максимiзацiї

f (x) + µB (x− y)→ sup
x∈X

. (3.3)

Дослiдження задач вигляду (3.3) має довгу iсторiю, що викладена вище. Ча-
стинним випадком задачi (3.1) є розглянута вперше Ж. Баранже [71] задача:
для y ∈ E знайти точку x̄ ∈ X таку, що

f (x̄) + ‖y− x̄‖E = sup
x∈X

(f (x) + ‖y− x‖E) . (3.4)
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Якщо B = B1 (E), то µB (·) = ‖·‖E i задача (3.3) спiвпаде з задачею (3.4).
Нашою метою є доведення теореми про типовiсть розв’язностi задачi (3.1).

3.2.2 Теорема про типовiсть розв’язностi

Нагадаємо, що субдиференцiалом опуклого функцiонала g : E→ R
⋃

{+∞}

у точцi x0 ∈ E (такiй, що g (x0) < +∞) називається множина ∂g (x0) ⊆ E∗ лi-
нiйних неперервних функцiоналiв x∗0 таких, що g (x)−g (x0) ≥ 〈x∗0, x− x0〉E∗,E
∀ x ∈ E. Якщо функцiонал g неперервний у точцi x0 ∈ E, то ∂g (x0) — непо-
рожня опукла та компактна в топологiї σ (E∗, E) множина [53].

Тепер сформулюємо основний результат — теорему про типовiсть розв’я-
зностi задачi (3.3), яка узагальнює результати К.-С. Лау та С. Кобзаша.

Теорема 3.1. Нехай (E, ‖·‖E) — банахiв простiр, X — непорожня компа-
ктна в топологiї σ (E, E∗) пiдмножина простору E, B — замкнена опукла
пiдмножина простору E така, що 0 ∈ intB, функцiонал f : X → R обме-
жений зверху та напiвнеперервний зверху в топологiї σ (E, E∗). Тодi мно-
жина таких y ∈ E, що задача (3.3) має розв’язок, мiстить щiльну в E
Gδ-пiдмножину.

Зауваження 3.1. Доведення використовує iдеї робiт [75,79].

Для точки y ∈ E покладемо

r (y) = sup
x∈X

(f (x) + µB (x− y)) . (3.5)

Вивчимо властивостi функцiонала r : E → R, визначеного за допомогою
(3.5).

Лема 3.1. Функцiонал y 7→ r (y) опуклий та задовольняє умову Лiпшиця
з константою 1.

Доведення. Для кожного x ∈ X функцiонал E � y 7→ f (x) + µB (x− y) опу-
клий. Тому опуклим буде i їх супремум — функцiонал y 7→ r (y).

Для довiльних точок y1, y2 ∈ E i x ∈ X маємо

f (x) +µB (x− y1) ≤ f (x) +µB (x− y2) +µB (y2 − y1) ≤ r (y2) +µB (y2 − y1) .

Оскiльки B1 (E) ⊆ B, то µB (y) ≤ ‖y‖E для всiх y ∈ E. Отже, отримаємо
r (y1) ≤ r (y2) + ‖y2 − y1‖E або r (y1) − r (y2) ≤ ‖y2 − y1‖E.

Змiнивши порядок y1i y2, отримаємо |r (y1) − r (y2)| ≤ ‖y2 − y1‖E.

Лема 3.2. Якщо y∗ ∈ ∂r (y), тодi ∀ x ∈ E: 〈y∗, x〉E∗,E ≤ µ−B (x).
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Доведення. Нехай y ∈ E i y∗ ∈ ∂r (y). Тодi ∀ y ′ ∈ E маємо

〈y∗, y ′ − y〉E∗,E ≤ r (y
′) − r (y) ≤ µB (y− y ′) = µ−B (y

′ − y) .

Звiдси випливає, що ∀ x ∈ E має мiсце нерiвнiсть 〈y∗, x〉E∗,E ≤ µ−B (x).

Зауваження 3.2. З леми 3.2 випливає, що ∀ y∗ ∈ ∂r (y): ‖y∗‖E∗ ≤
sup−B y

∗ ≤ 1.

Лема 3.3. Нехай y ∈ E i y∗ ∈ ∂r (y). Тодi має мiсце нерiвнiсть

sup
x∈X

(f (x) + 〈y∗, y− x〉E∗,E) ≤ r (y) .

Доведення. Нехай y ∈ E i y∗ ∈ ∂r (y). Тодi за лемою 3.2 маємо

∀ x ∈ E : 〈y∗, y− x〉E∗,E ≤ µ−B (y− x) = µB (x− y) .

Звiдки

∀ x ∈ E : f (x) + 〈y∗, y− x〉E∗,E ≤ f (x) + µB (x− y) ≤ r (y) .

Перейшовши до точної верхньої межi по x ∈ E, отримаємо нерiвнiсть
supx∈X (f (x) + 〈y∗, y− x〉E∗,E) ≤ r (y).

Для кожного n ∈ N визначимо множину

Fn = {y ∈ E : sup
x∈X

(f (x) + 〈y∗, y− x〉E∗,E) 6 r (y) − 1
n
для деякого y∗ ∈ ∂r (y)}.

Покладемо F =
⋃∞
n=1 Fn. Очевидно, що

F =

{
y ∈ E : sup

x∈X
(f (x) + 〈y∗, y− x〉E∗,E) < r (y) для деякого y∗ ∈ ∂r (y)

}
.

Покажемо, що множина F ⊆ E є множиною першої категорiї та має тип Fσ
(тобто, F є злiченним об’єднанням замкнених нiде не щiльних пiдмножин).

Лема 3.4. ∀n ∈ N множина Fn замкнена.

Доведення. Розглянемо довiльну послiдовнiсть точок yk ∈ Fn, яка сильно
збiгається до точки y ∈ E. Покажемо, що y ∈ Fn. Для кожного k ∈ N оби-
раємо такий функцiонал y∗k ∈ ∂r (yk), що supx∈X

(
f (x) + 〈y∗k, yk − x〉E∗,E

)
≤

r (yk) −
1
n
.

За лемою 3.2 ∀x ∈ E має мiсце нерiвнiсть 〈y∗, x〉E∗,E ≤ µ−B (x). А з вкладе-
ння B1 (E) ⊆ B випливає, що ∀k ∈ N: ‖y∗k‖E∗ ≤ 1.

Отже, не зменшуючи загальностi, можна вважати, що iснує функцiонал
y∗ ∈ E∗ такий, що y∗k → y∗ в топологiї σ (E∗, E).
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Доведемо, що ∀y ′ ∈ E

〈y∗k, y ′ − yk〉E∗,E → 〈y∗, y ′ − y〉E∗,E при k→∞. (3.6)

Дiйсно, ∀ y ′ ∈ E маємо

|〈y∗k, y ′ − yk〉E∗,E − 〈y
∗, y ′ − y〉E∗,E| ≤ |〈y∗k, y ′ − yk〉E∗,E − 〈y

∗
k, y

′ − y〉E∗,E|+
+ |〈y∗k, y ′ − y〉E∗,E − 〈y

∗, y ′ − y〉E∗,E| = |〈y∗k, y− yk〉E∗,E|+
+ |〈y∗k − y∗, y ′ − y〉E∗,E| ≤ ‖y

∗
k‖E∗ ‖y− yk‖E + |〈y∗k − y∗, y ′ − y〉E∗,E| .

Врахувавши сильну збiжнiсть (yk) до y та слабку* збiжнiсть (y∗k) до y∗, з
останньої оцiнки отримаємо (3.6).

Для функцiоналiв y∗k ∈ E∗ виконуються нерiвностi

f (x) + 〈y∗k, yk − x〉E∗,E ≤ r (yk) − 1
n
∀ x ∈ X. (3.7)

Здiйснивши граничний перехiд в (3.7) при k→∞, отримаємо

f (x) + 〈y∗, y− x〉E∗,E ≤ r (y) − 1
n
∀ x ∈ X. (3.8)

Покажемо, що y∗ ∈ ∂r (y). За означенням субдиференцiала ∀k ∈ N маємо

〈y∗k, y ′ − yk〉E∗,E + r (yk) ≤ r (y
′) ∀ y ′ ∈ E. (3.9)

Здiйснивши граничний перехiд в (3.9) при k→∞, отримаємо

〈y∗, y ′ − y〉E∗,E + r (y) ≤ r (y
′) ∀ y ′ ∈ E,

тобто, y∗ ∈ ∂r (y).
Отже, для точки y ∈ E має мiсце нерiвнiсть (3.8) з y∗ ∈ ∂r (y), тобто,

y ∈ Fn i множина Fn замкнена.

Лема 3.5. ∀n ∈ N множина Fn має порожню внутрiшнiсть.

Доведення. Мiркуємо вiд супротивного. Припустимо, що для деякого n ∈ N
внутрiшнiсть множини Fn непорожня. Тобто, iснує вiдкрита куляO з центром
в точцi y0 ∈ Fn i радiусом 2λd (де d = supx∈X ‖x− y0‖E < +∞) для деякого
λ > 0, така що

O ⊆ Fn.

Покладемо ε = λ
4(1+λ)n . Оберемо точку z0 ∈ X так, що

r (y0) − ε ≤ f (z0) + µB (z0 − y0) ≤ r (y0) , (3.10)

i покладемо
x0 = y0 + λ (y0 − z0) . (3.11)
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На вiдрiзку [x0, y0] вiзьмемо точку x1 ∈ E так, що

‖x0 − x1‖E = ε. (3.12)

Оскiльки ‖x0 − y0‖E = λ ‖y0 − z0‖E ≤ λd < 2λd, то x0 i, звичайно, x1 лежать
в O ⊆ Fn.

Iз того, що x1 ∈ Fn, випливає iснування x∗1 ∈ ∂r (x1) такого, що

sup
x∈X

(f (x) + 〈x∗1, x1 − x〉E∗,E) ≤ r (x1) − 1
n
. (3.13)

З (3.10) випливає, що

r (y0) − r (x1) ≤ f (z0) + µB (z0 − y0) + ε− r (x1) . (3.14)

Врахувавши (3.11), отримаємо

z0 − y0 =
1

1+ λ
(z0 − x0) (3.15)

та
µB (z0 − y0) =

1

1+ λ
µB (z0 − x0) . (3.16)

Оцiнимо рiзницю r (y0)−r (x1) зверху, використовуючи (3.12), (3.14), (3.15)
та (3.16):

r (y0) − r (x1) ≤ f (z0) +
1

1+ λ
µB (z0 − x0) + ε− r (x1) ≤

≤ 1

1+ λ
r (x0) +

λ

1+ λ
f (z0) + ε− r (x1) ≤

1

1+ λ
{r (x1) + µB (x1 − x0)}+

+
λ

1+ λ
f (z0) + ε− r (x1) ≤

≤ ‖x1 − x0‖E
1+ λ

+
λ

1+ λ
f (z0) + ε−

λ

1+ λ
r (x1) <

λ

1+ λ
{f (z0) − r (x1)}+ 2ε.

Iз (3.13) випливає, що

f (z0) − r (x1) ≤ 〈x∗1, z0 − x1〉E∗,E − 1
n
.

Отже, маємо

r (y0) − r (x1) <
λ

1+ λ

{
〈x∗1, z0 − x1〉E∗,E − 1

n

}
+ 2ε.

Оскiльки z0 − x1 = z0 − x0 + x0 − x1 i ‖x∗1‖E ≤ 1, то

r (y0) − r (x1) <
λ

1+ λ

{
〈x∗1, z0 − x0〉E∗,E − 1

n

}
+ 3ε.
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Iз (3.5) випливає, що

r (y0) − r (x1) < 〈x∗1, y0 − x0〉E∗,E −
λ

(1+ λ)n
+ 3ε.

Нарештi, отримаємо

r (y0) − r (x1) < 〈x∗1, y0 − x1〉E∗,E −
λ

(1+ λ)n
+ 4ε ≤ 〈x∗1, y0 − x1〉E∗,E .

Отже, r (y0)−r (x1) < 〈x∗1, y0 − x1〉E∗,E, що суперечить тому, що x∗1 ∈ ∂r (x1).
Це й доводить лему.

Доведення теореми 3.1. Нехай D = E\F, де F =
⋃∞
n=1 Fn. Iз лем 3.4, 3.5 та

теореми Бера випливає, що множина D ⊆ E скрiзь щiльна в E та має тип Gδ.
Покажемо, що для кожного y ∈ D задача (3.3) має розв’язок. Нехай y ∈ D

та y∗ ∈ ∂r (y). Оскiльки ∀n ∈ N y /∈ Fn, то supx∈X (f (x) + 〈y∗, y− x〉E∗,E) =
r (y).

Iз σ (E, E∗)-компактностi множини X i σ (E, E∗)-напiвнеперервностi зверху
функцiонала f випливає iснування точки x̄ ∈ X такої, що

f (x̄) + 〈y∗, y− x̄〉E∗,E = sup
x∈X

(f (x) + 〈y∗, y− x〉E∗,E) = r (y) .

З iншого боку, за лемою 3.2 маємо

r (y) = f (x̄)+ 〈y∗, y− x̄〉E∗,E ≤ f (x̄)+µ−B (y− x̄) = f (x̄)+µB (x̄− y) ≤ r (y) .

Отже, точка x̄ ∈ X — розв’язок задачi (3.3).

Злiченний перетин щiльних Gδ-множин — щiльна Gδ-множина. Тому має
мiсце теорема.

Теорема 3.2. Нехай {Xn} — сiм’я непорожнiх σ (E, E∗)-компактних пiд-
множин банахова простору (E, ‖·‖E); {Bn} — сiм’я замкнених опуклих пiд-
множин E таких, що 0 ∈ intBn; {fn : Xn → R} — сiм’я обмежених зверху i
σ (E, E∗)-напiвнеперервних зверху функцiоналiв. Тодi множина таких y ∈ E,
що задачi

fn (x) + µBn (x− y)→ sup
x∈Xn

мають розв’язок, мiстить щiльну в E пiдмножину типу Gδ.

3.2.3 Абстрактна задача керування лiнiйною системою

Розглянемо застосування отриманих теорем для доведення iснування опти-
мальних керувань лiнiйними системами.
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Нехай (H, ‖·‖H), (W, ‖·‖W) i (V, ‖·‖V) — банаховi простори, U ⊆ H — пiд-
множина допустимих керувань, B — замкнена опукла пiдмножина простору
H така, що 0 ∈ intB.

Розглядається екстремальна задача

ϕ (y, h) + µB (h− h0)→ sup, (3.17)

Ly− F (h) = 0, h ∈ U. (3.18)

Тут L : V → W — лiнiйний неперервний оператор, F : H → W — нелiнiйний
оператор, ϕ : V × H → R — заданий функцiонал, h0 ∈ H — фiксований
елемент.

Припустимо, що

1) простiр (V, ‖·‖V) станiв системи (3.18) є рефлексивним;

2) множина U ⊆ H — компактна в топологiї σ (H,H∗);

3) оператор F : H→W — σ (H,H∗)-σ (W,W∗)-неперервний, тобто

hn → h в топологiї σ (H,H∗) ⇒ F (hn)→ F (h) в топологiї σ (W,W∗) ;

4) оператор L : V → W є лiнiйним топологiчним iзоморфiзмом V в W,
причому R (L) ⊇ F (U);

5) фунцiонал ϕ : V ×H→ R — обмежений зверху, напiвнеперервний звер-
ху в добутку топологiй σ (V,V∗) i σ (H,H∗) (з того, що yn → y в то-
пологiї σ (V,V∗) i hn → h в топологiї σ (H,H∗), випливає ϕ (y, h) ≥
lim supn→∞ϕ (yn, hn)).

При виконаннi умов 1)–5) задача (3.17), (3.18) може й не мати розв’язкiв.
Але з результату попереднього пункту випливає твердження.

Теорема 3.3. Нехай виконуються умови 1)-5). Тодi iснує масивна мно-
жина M ⊆ H така, що ∀h0 ∈M задача (3.17), (3.18) має розв’язок.

Доведення. Нехай h ∈ U. Тодi iснує єдиний елемент y = y (h) ∈ V такий, що

Ly− F (h) = 0,

‖y‖V ≤ c ‖F (h)‖W , c > 0. (3.19)

Введемо до розгляду функцiонал f : H→ R:

U � h→ f (h) = ϕ (y (h) , h) .

Покажемо, що функцiонал f — напiвнеперервний зверху в топологiї σ (H,H∗)
на множинi U.
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Нехай hn → h в топологiї σ (H,H∗) (hn, h ∈ U). Позначимо yn = y (hn) ∈
V . Оскiльки F (hn) → F (h) в топологiї σ (W,W∗) i має мiсце оцiнка (3.19),
то множина {yn} ⊆ V обмежена в V . Простiр V рефлексивний, тому можна
вважати, що yn → y в топологiї σ (V,V∗).

Покажемо, що y = y (h). Для довiльного e ∈W∗ в тотожностi

〈L∗e, yn〉V∗,V = 〈e, Lyn〉W∗,W = 〈e, F (hn)〉W∗,W ∀n ∈ N

перейдемо до границi при n→∞. Отримаємо

〈L∗e, y〉V∗,V = 〈e, F (h)〉W∗,W ,

тобто, y = y (h).
Отже, маємо

f (h) = ϕ (y (h) , h) ≥ lim sup
n→∞ ϕ (y (hn) , hn) = lim sup

n→∞ f (hn) .

Пiсля цього теорема 3.3 випливає з теореми 3.1.

3.3 Максимiзацiя на σ (E∗, E)-компактних множинах

Наша мета — доведення аналогу теореми 3.1 для задач максимiзацiї на пiд-
множинах спряженого банахова простору. Приклад iз статтi [76] показує, що
у довiльному спряженому просторi ми не можемо отримати точний аналог
теореми 3.1 для σ (E∗, E)-компактних пiдмножин. Але для просторiв, спря-
жених до банахових просторiв, що мають властивiсть Радона–Нiкодима, ми
можемо отримати змiстовне твердження про типовiсть розв’язностi деяких
задач максимiзацiї на σ (E∗, E)-компактних множинах.

Нехай (E, ‖·‖E), (E∗, ‖·‖E∗) — дiйсний банахiв простiр зi своїм спряженим,
B — σ (E∗, E)-замкнена опукла пiдмножина простору E∗ така, що 0 ∈ intB.
Будемо вважати, що одинична замкнена куля B1 (E∗) є пiдмножиною B.

Вiзьмемо непорожню замкнену обмежену множину X ⊆ E∗. Для обмеже-
ного зверху функцiонала f : X → R та точки y∗ ∈ E∗ розглянемо задачу
максимiзацiї

f (x∗) + µB (x
∗ − y∗)→ sup

x∗∈X
.

Для точки y∗ ∈ E∗ покладемо r (y∗) = supx∗∈X (f (x
∗) + µB (x

∗ − y∗)). Вiд-
значимо, що функцiонал r є опуклим напiвнеперервним знизу в топологiї
σ (E∗, E), оскiльки r є супремумом таких функцiоналiв. Як i в попередньому
пунктi, ми можемо показати, що

|r (y∗1) − r (y
∗
1)| ≤ ‖y∗1 − y∗1‖E∗ ∀ {y∗1, y∗2} ⊆ E∗;
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‖y∗∗‖E∗∗ ≤ sup
−B
y∗∗ ≤ 1 ∀ y∗∗ ∈ ∂r (y∗) ;

sup
x∗∈X

(f (x∗) + 〈y∗ − x∗, y∗∗〉E∗,E∗∗) ≤ r (y
∗) , y∗ ∈ E∗, y∗∗ ∈ ∂r (y∗)

та множина

F = {y∗ ∈ E∗ : sup
x∗∈X

(f (x∗) + 〈y∗ − x∗, y∗∗〉E∗,E∗∗) < r (y
∗)

для деякого y∗∗ ∈ ∂r (y∗)}

є множиною першої категорiї та має тип Fσ.
Використаємо результат роботи [87]. У цiй статтi доведено, що банахiв про-

стiр (E, ‖·‖E) має властивiсть Радона–Нiкодима тодi i тiльки тодi, коли спря-
жений простiр (E∗, ‖·‖E∗) має слабку* властивiсть Асплунда. Слабка* вла-
стивiсть Асплунда означає, що довiльний σ (E∗, E)-напiвнеперервний знизу
опуклий функцiонал φ : E∗ → R — диференцiйовний за Фреше на щiльнiй i
Gδ-пiдмножинi своєї областi неперервностi (неперервнiсть та Gδ-тип розгля-
даються вiдносно сильної топологiї простору E∗).

Отже, якщо банахiв простiр (E, ‖·‖E) має властивiсть Радона–Нiкодима, то
функцiонал r диференцiйовний за Фреше на щiльнiй в E∗ пiдмножинi типуGδ.
Нехай r диференцiйовний за Фреше в точцi y∗0 ∈ E∗ та y∗∗0 = r ′ (y∗0) ∈ E∗∗ —
вiдповiдний диференцiал. Тодi з σ (E∗, E)-напiвнеперервностi знизу опуклого
функцiоналу r випливає, що y∗∗0 = y0 ∈ E [88].

Лема 3.6. Нехай функцiонал y∗ 7→ r (y∗) диференцiйовний за Фреше в
точцi y∗0 ∈ E∗. Тодi має мiсце рiвнiсть

sup
x∗∈X

(f (x∗) + 〈y∗0 − x∗, y0〉E∗,E) = r (y
∗
0) ,

де {y0 = r
′ (y∗0)} = ∂r (y

∗
0).

Доведення. Мiркуємо вiд супротивного. Припустимо, що функцiонал r має
похiдну Фреше в точцi y∗0 ∈ E∗ та

δ = r (y∗0) − sup
x∗∈X

(f (x∗) + 〈y∗0 − x∗, y0〉E∗,E) > 0,

де y0 = r ′ (y∗0). Покажемо, що тодi iснує такий окiл O точки y∗0 ∈ E∗, що

∀y∗ ∈ O, ∀y∗∗ ∈ ∂r (y∗) :
r (y∗) − sup

x∗∈X
(f (x∗) + 〈y∗ − x∗, y∗∗〉E∗,E∗∗) > 0,
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i, тим самим отримаємо протирiччя з тим, що множина

F = {y∗ ∈ E∗ : sup
x∗∈X

(f (x∗) + 〈y∗ − x∗, y∗∗〉E∗,E∗∗) < r (y
∗)

для деякого y∗∗ ∈ ∂r (y∗)}

є множиною першої категорiї Бера.
Для елементiв x∗ ∈ X, y∗ ∈ E∗ i y∗∗ ∈ ∂r (y∗) маємо

|f (x∗) + 〈y∗ − x∗, y∗∗〉E∗,E∗∗ − f (x
∗) − 〈y∗0 − x∗, y0〉E∗,E| ≤

≤ |〈y∗ − x∗, y∗∗〉E∗,E∗∗ − 〈y
∗
0 − x

∗, y∗∗〉E∗,E|+
+ |〈y∗0 − x∗, y∗∗〉E∗,E∗∗ − 〈y

∗
0 − x

∗, y0〉E∗,E| ≤
≤ ‖y∗ − y∗0‖E∗ ‖y

∗∗‖E∗∗ + ‖y
∗
0 − x

∗‖E∗ ‖y
∗∗ − y0‖E∗∗ .

Тому∣∣∣∣sup
x∗∈X

(f (x∗) + 〈y∗ − x∗, y∗∗〉E∗,E∗∗) − sup
x∗∈X

(f (x∗) + 〈y∗0 − x∗, y0〉E∗,E)
∣∣∣∣ ≤

≤ ‖y∗ − y∗0‖E∗ + C ‖y
∗∗ − y0‖E∗∗ ,

де C = supx∗∈X ‖y∗0 − x∗‖E∗ < +∞.
Оскiльки у точцi y∗0 ∈ E∗ iснує похiдна Фреше функцiоналу r, то iснує

такий окiл O точки y∗0 ∈ E∗, що 2 ‖y∗ − y∗0‖E∗ + C ‖y∗∗ − y0‖E∗∗ < δ для всiх
y∗ ∈ O та y∗∗ ∈ ∂r (y∗) [88].

Якщо y∗ ∈ O та y∗∗ ∈ ∂r (y∗), то можемо записати{
r (y∗0) − sup

x∗∈X
(f (x∗) + 〈y∗0 − x∗, y0〉E∗,E)

}
−

−

{
r (y∗) − sup

x∗∈X
(f (x∗) + 〈y∗ − x∗, y∗∗〉E∗,E∗∗)

}
≤

≤ |r (y∗0) − r (y
∗)|+

+

∣∣∣∣sup
x∗∈X

(f (x∗) + 〈y∗ − x∗, y∗∗〉E∗,E∗∗) − sup
x∗∈X

(f (x∗) + 〈y∗0 − x∗, y0〉E∗,E)
∣∣∣∣ ≤

≤ ‖y∗ − y∗0‖E∗ + ‖y
∗ − y∗0‖E∗ + C ‖y

∗∗ − y0‖E∗∗ < δ.

З означення числа δ > 0 випливає, що

r (y∗) − sup
x∗∈X

(f (x∗) + 〈y∗ − x∗, y∗∗〉E∗,E∗∗) > 0,

де y∗ ∈ O та y∗∗ ∈ ∂r (y∗).

Теорема 3.4. Нехай (E, ‖·‖E) — банахiв простiр, що має властивiсть
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Радона–Нiкодима, X — непорожня σ (E∗, E)-компактна пiдмножина про-
стору E∗, B — σ (E∗, E)-замкнена опукла пiдмножина простору E∗ така,
що 0 ∈ intB, функцiонал f : X→ R обмежений зверху та напiвнеперервний
зверху в топологiї σ (E∗, E). Тодi множина таких y∗ ∈ E∗, що задача

f (x∗) + µB (x
∗ − y∗)→ sup

x∗∈X
(3.20)

має розв’язок, мiстить щiльну в E∗ пiдмножину типу Gδ.

Доведення. Нехай D∗ ⊆ E∗ — множина точок диференцiйовностi за Фреше
функцiоналу r. Ця множина щiльна в E∗ i має тип Gδ. Покажемо, що для
кожного y∗ ∈ D∗ функцiонал x∗ 7→ f (x∗) + µB (x

∗ − y∗) досягає максимуму
на X.

Нехай y∗0 ∈ D∗ та y0 = r ′ (y∗0). Iз σ (E∗, E)-компактностi множини X i
σ (E∗, E)-напiвнеперервностi зверху функцiонала f випливає iснування точки
x∗0 ∈ X такої, що f (x∗0) + 〈y∗0 − x∗0, y0〉E∗,E = supx∗∈X

(
f (x∗) + 〈y∗0 − x∗, y0〉E∗,E

)
.

З iншого боку, використовуючи лему 3.6, маємо

r (y∗0) = sup
x∗∈X

(f (x∗) + 〈y∗0 − x∗, y0〉E∗,E) = f (x
∗
0) + 〈y∗0 − x∗0, y0〉E∗,E ≤

≤ f (x∗0) + µ−B (y∗0 − x∗0) = f (x∗0) + µB (x∗0 − y∗0) ≤ r (y∗0) .
Отже, точка x∗0 ∈ X – розв’язок задачi (3.20).

Нехай E∗ — простiр, спряжений до банахова простору E, що має властивiсть
Радона-Нiкодима, i fn, Bn, Xn задовольняють умови теореми 3.4. Оскiльки
злiченний перетин масивних множин суть масивна множина, то з теореми
3.4 випливає твердження про масивнiсть множини таких y∗ ∈ E∗, що ко-
жен елемент злiченної сiм’ї задач виду fn (x∗) +µBn (x∗ − y∗)→ supx∗∈Xn має
розв’язок.

Виникає цiкава проблема. Нехай задано деяку незлiченну сiм’ю
{fα, Bα, Xα}α∈A елементiв, якi задовольняють умови теореми 3.4. Треба з’я-
сувати, коли можна гарантувати непорожнiсть (щiльнiсть, масивнiсть) мно-
жини таких значень параметра y∗ ∈ E∗, що задачi fα (x∗) + µBα (x∗ − y∗) →
supx∗∈Xα розв’язнi. Аналогiчне питання виникає для задач максимiзацiї, роз-
глянутих ранiше, та задач мiнiмiзацiї, вивченням яких ми зараз займемось.
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3.4 Задачi мiнiмiзацiї з параметром

3.4.1 Постановка задачi та деякi зауваження

Нехай B — замкнена обмежена опукла пiдмножина простору E така, що 0 ∈
intB, µB : E → R — функцiонал Мiнковського множини B. Будемо вважати,
що одинична замкнена куля B1 (E) є пiдмножиною B. Отже, iснує таке число
M ≥ 1, що B1 (E) ⊆ B ⊆ BM (E), i тому для x ∈ E: 1

M
‖x‖E ≤ µB (x) ≤ ‖x‖E.

Нехай X ⊆ E — непорожня множина. Для обмеженого знизу функцiонала
f : X→ R та точки y ∈ E розглянемо задачу мiнiмiзацiї

f (x) + µB (x− y)→ inf
x∈X
. (3.21)

Частинними випадками (3.21) є задача найкращого наближення: нехай X —
замкнена пiдмножина банахова простору (E, ‖·‖E), для y ∈ E слiд знайти
точку x̄ ∈ X таку, що ‖y− x̄‖E = infx∈X ‖y− x‖E; i задача

f (x) + ‖y− x‖E → inf
x∈X
, (3.22)

де X — замкнена непорожня пiдмножина банахова простору E, f : X → R
— обмежений знизу напiвнеперервний знизу функцiонал. Огляд результатiв,
пов’язаних з категорними властивостями задачi (3.22), є в статтi [72].

Метою є отримання результату про типовiсть розв’язностi для задачi (3.21)
при умовах, близьких до припущень робiт [68,69].

3.4.2 Основний результат: теорема про типовiсть розв’язностi

Почнемо з однiєї геометричної властивостi [89].

Означення 3.1. Кажемо, що множина B має властивiсть Кадеця–Клi,
якщо для довiльної послiдовностi точок xn ∈ B з умов µB (xn) = 1 та xn → x

слабко в E, µB (x) = 1 випливає, що ‖xn − x‖E → 0.

Якщо B = B1 (E), то маємо справу з вiдомою властивiстю Кадеця–Клi
банахова простору E [90].

Cформулюємо основний результат.

Теорема 3.5. Нехай (E, ‖·‖E) — рефлексивний банахiв простiр; B ⊆ E —
замкнений обмежений опуклий окiл нуля, що має властивiсть Кадеця–Клi;
X — непорожня замкнена пiдмножина простору E; функцiонал f : X → R
обмежений знизу та напiвнеперервний знизу. Тодi множина таких y ∈ E,
що задача

f (x) + µB (x− y)→ inf
x∈X

(3.23)

має розв’язок, мiстить щiльну в E\X пiдмножину типу Gδ.
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Розiб’ємо доведення теореми 3.5 на декiлька крокiв-лем.
Для точки y ∈ E покладемо

r (y) = inf
x∈X

(f (x) + µB (x− y)) . (3.24)

Вивчимо властивостi функцiонала r : E → R, визначеного за допомогою
(3.24).
Лема 3.7. Функцiонал y 7→ r (y) задовольняє умову Лiпшиця з констан-

тою 1.

Доведення. Для довiльних точок y1, y2 ∈ E i x ∈ X маємо

r (y1) ≤ f (x) + µB (x− y1) ≤ f (x) + µB (x− y2) + µB (y2 − y1) .

Перейшовши до iнфiмуму по x ∈ X у правiй частинi нерiвностi, отримаємо

r (y1) ≤ r (y2) + µB (y2 − y1) .

Оскiльки B1 (E) ⊆ B, то µB (y) ≤ ‖y‖E для всiх y ∈ E. Отже,

r (y1) ≤ r (y2) + ‖y2 − y1‖E

або
r (y1) − r (y2) ≤ ‖y2 − y1‖E .

Змiнивши порядок y1 i y2, отримаємо |r (y1) − r (y2)| ≤ ‖y2 − y1‖E.

Розглянемо довiльний функцiонал φ : E → R. Функцiонал y∗ ∈ E∗ на-
зивають локально ε-опорним для φ в точцi y ∈ E, якщо iснує δ > 0 таке,
що

φ (y ′) − φ (y) ≥ 〈y∗, y ′ − y〉E∗,E − ε ‖y
′ − y‖E

для всiх y ′ ∈ E: ‖y ′ − y‖E < δ [78].
У роботi [78] I. Екланд та Ж. Лебур довели, що для довiльного ε > 0

напiвнеперервний знизу функцiонал, заданий на рефлексивному банаховому
просторi E, має локальнi ε-опорнi функцiонали на щiльнiй в E пiдмножинi.
Отже, для y 7→ r (y) множина iснування локально ε-опорних функцiоналiв
щiльна в E.
Лема 3.8. Нехай y∗ ∈ E∗ — локально ε-опорний функцiонал для r у точцi

y ∈ E\X. Тодi
1−Mε ≤ sup

−B
y∗ ≤ 1+Mε. (3.25)

Доведення. З означення локально ε-опорного функцiоналу отримаємо

r (y ′) − r (y)

µ−B (y ′ − y)
≥
〈
y∗,

y ′ − y

µ−B (y ′ − y)

〉
E∗,E

− ε
‖y ′ − y‖E
µ−B (y ′ − y)

(3.26)
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для всiх y ′ ∈ E: ‖y ′ − y‖E < δ. Лiва частина (3.26) не перевищує 1, тому,
враховуючи нерiвнiсть ‖·‖E /µ−B (·) ≤M, маємо sup−B y

∗ ≤ 1+Mε.
Доведемо оцiнку знизу в (3.25). Знову, з означення локально ε-опорного

функцiоналу, для y ′ ∈ E: ‖y ′ − y‖E < δ отримаємо нерiвнiсть

sup
−B
y∗ ≥

〈
y∗,

y− y ′

µ−B (y− y ′)

〉
E∗,E

≥

≥ r (y) − r (y
′)

µ−B (y− y ′)
− ε

‖y− y ′‖E
µ−B (y− y ′)

≥ r (y) − r (y
′)

µ−B (y− y ′)
−Mε.

Побудуємо послiдовнiсть (y ′n) таку, що y ′n → y i r(y)−r(y ′n)
µ−B(y−y ′n)

→ 1. Цим ми i
доведемо лему. Розглянемо послiдовнiсть точок xn ∈ X таких, що

0 ≤ f (xn) + µB (xn − y) − r (y) < 1
n2
.

Покладемо

y ′n = y+ tn (xn − y) , tn =
1

nµB (xn − y)
.

Ясно, що ‖y ′n − y‖E ≤MµB (y ′n − y) = M
n
→ 0. Для достатньо великих n ∈ N

маємо tn ∈ (0, 1) та

r (y) − r (y ′n) ≥ r (y) − {f (xn) + µB (xn − y
′
n)} =

= r (y) − {f (xn) + (1− tn)µB (xn − y)} =

= tnµB (xn − y) − {f (xn) + µB (xn − y) − r (y)} .

Отже,

1 ≥ r (y) − r (y
′
n)

µ−B (y− y ′n)
>
tnµB (xn − y) − {f (xn) + µB (xn − y) − r (y)}

µ−B (y− y ′n)
=

=
tnµB (xn − y) − {f (xn) + µB (xn − y) − r (y)}

tnµB (xn − y)
=

= 1−
f (xn) + µB (xn − y) − r (y)

tnµB (xn − y)
=

= 1− n (f (xn) + µB (xn − y) − r (y)) > 1−
1
n
,

що i потрiбно було отримати.

Функцiонал f обмежений знизу на X деяким числом c ∈ R. Маємо:

f (x) − c ≥ 0, x ∈ X, inf
x∈X

(f (x) − c+ µB (x− y)) = inf
x∈X

(f (x) + µB (x− y)) − c.

Тому можемо вважати, що f (x) ≥ 0 для x ∈ X.
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Для ε ∈ (0, 1) розглянемо множину Gε усiх точок y ∈ E\X, для яких
iснують y∗ ∈ E∗ i δ > 0 такi, що

1−Mε ≤ sup
−B
y∗ ≤ 1+Mε,

inf{f (x) + 〈y∗, y− x〉E∗,E : x ∈ X та
f (x) + µB (x− y) ≤ r (y) + δ} > (1− ε) r (y) .

Лема 3.9. Для кожного ε ∈ (0, 1) множина Gε щiльна в E\X.

Доведення. Спочатку покажемо, що коли ε ∈ (0, 1/2M) i y∗ ∈ E∗ локально
ε-опорний функцiонал для r в точцi y ∈ E\X, то y ∈ G2Mε.

Нехай δ ′ ∈ (0, 1) таке, що

r (y ′) − r (y) ≥ 〈y∗, y ′ − y〉E∗,E − ε ‖y
′ − y‖E (3.27)

для всiх y ′ ∈ E: ‖y ′ − y‖E < δ ′. Оберемо число α ∈ (0, 1) так, щоб

Mαr (y) < 1
2
.

Покладемо

δ =
εδ ′Mαr (y)

2
∈
(
0, 1
4

)
.

Якщо x ∈ X задовольняє нерiвнiсть

f (x) + µB (x− y) ≤ r (y) + δ, (3.28)

то
Mαδ ′µB (x− y) ≤Mαδ ′ (r (y) + δ) < δ ′.

Покладемо y ′ = y+ αδ ′ (x− y). Тодi для y ′ − y = αδ ′ (x− y) маємо

‖y ′ − y‖E ≤MµB (y
′ − y) =Mαδ ′µB (x− y) < δ

′.

Пiдставимо y ′ = y+ αδ ′ (x− y) в (3.27) та урахувавши (3.28), отримаємо

〈y∗, y ′ − y〉E∗,E − ε ‖y
′ − y‖E = αδ

′ 〈y∗, x− y〉E∗,E − εαδ
′ ‖x− y‖E ≤

≤ r (y+ αδ ′ (x− y)) − r (y) ≤
≤ f (x) + (1− αδ ′)µB (x− y) − f (x) − µB (x− y) + δ = −αδ ′µB (x− y) + δ.

Подiливши на αδ ′ > 0, отримаємо нерiвнiсть

〈y∗, x− y〉E∗,E ≤ −µB (x− y) + ε ‖x− y‖E +
δ

αδ ′
≤



61

≤ (−1+Mε)µB (x− y) +
Mε
2
r (y) .

Звiдси приходимо до оцiнки:

f (x) + 〈y∗, y− x〉E∗,E ≥ f (x) + (1−Mε)µB (x− y) −
Mε
2
r (y) =

= (1−Mε) (f (x) + µB (x− y)) +Mεf (x)︸ ︷︷ ︸
≥0

−Mε
2
r (y) ≥

(
1− 3Mε

2

)
r (y) .

Отже, маємо

inf{f (x) + 〈y∗, y− x〉E∗,E : x ∈ X та
f (x) + µB (x− y) ≤ r (y) + δ} ≥

(
1− 3Mε

2

)
r (y) > (1− 2Mε) r (y) ,

тобто, y ∈ G2Mε.
Тепер твердження леми випливає iз щiльностi в E\X множини iснування

локально ε-опорних функцiоналiв для r. Дiйсно, нехай y ′ ∈ E\X i δ0 > 0.
Тодi iснує точка y ∈ E\X така, що ‖y ′ − y‖E < δ0 i в y функцiонал r має
локально ε

2M
-опорний функцiонал. За доведеним маємо y ∈ Gε.

Лема 3.10. Множина Gε вiдкрита в E.

Доведення. Нехай y ∈ Gε. Позначимо

My,δ = inf{f (x) + 〈y∗, y− x〉E∗,E : x ∈ X та
f (x) + µB (x− y) ≤ r (y) + δ},

де y∗ ∈ E∗, δ > 0 — функцiонал i число такi, що

1−Mε ≤ sup
−B
y∗ ≤ 1+Mε, My,δ > (1− ε) r (y) .

Оберемо таке λ > 0, що

λ <
δ

3
, λ <

α

2ε (M− 1)
,

2λ sup
−B
y∗ ≤ α, (3.29)

де 2α =My,δ − (1− ε) r (y) > 0.
Покажемо, що для довiльного y ′ ∈ Bλ (y) виконується нерiвнiсть

inf{f (x) + 〈y∗, y ′ − x〉E∗,E : x ∈ X та
f (x) + µB (x− y

′) ≤ r (y ′) + λ} > (1− ε) r (y ′) ,

тобто, Bλ (y) ⊆ Gε.
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Якщо ‖y ′ − y‖E < λ i f (x) + µB (x− y ′) ≤ r (y ′) + λ (x ∈ X), то

f (x) + µB (x− y) ≤ f (x) + µB (x− y ′) + µB (y ′ − y) ≤

≤ r (y ′) + λ+ ‖y ′ − y‖E ≤
≤ r (y) + 2λ+ r (y ′) − r (y) ≤ r (y) + 2λ+ ‖y ′ − y‖E ≤

≤ (y) + 3λ ≤ r (y) + δ.
Звiдси для розглянутих x випливає

f (x) + 〈y∗, y− x〉E∗,E ≥My,δ.

Iз нерiвностi (3.29) отримаємо

2λ sup
−B
y∗ ≤ f (x) + 〈y∗, y− x〉E∗,E −My,δ + α.

Для виразу f (x) + 〈y∗, y ′ − x〉E∗,E маємо низку оцiнок знизу:

f (x) + 〈y∗, y ′ − x〉E∗,E = f (x) + 〈y
∗, y− x〉E∗,E + 〈y

∗, y ′ − y〉E∗,E ≥

≥ 2λ sup
−B
y∗ +My,δ − α+ 〈y∗, y ′ − y〉E∗,E ≥

≥ λ sup
−B
y∗ +My,δ − α = λ sup

−B
y∗ + α+ (1− ε) r (y) =

= α+ (1− ε) r (y ′) + λ sup
−B
y∗ + (1− ε) (r (y) − r (y ′)) ≥

≥ α+ (1− ε) r (y ′) + λ sup
−B
y∗ − (1− ε) ‖y− y ′‖E >

> α+ (1− ε) r (y ′) + λ sup
−B
y∗ − (1− ε) λ =

= α+ (1− ε) r (y ′) + λ

{
sup
−B
y∗ − 1+Mε

}
− λε {M− 1} ≥

=
{α
2
− λε {M− 1}

}
+
α

2
+ (1− ε) r (y ′) >

α

2
+ (1− ε) r (y ′) .

Звiдси отримаємо

inf{f (x) + 〈y∗, y ′ − x〉E∗,E : x ∈ X та
f (x) + µB (x− y

′) ≤ r (y ′) + λ} ≥

≥ α
2
+ (1− ε) r (y ′) > (1− ε) r (y ′) .

Отже, y ′ ∈ Gε.

Покладемо G =
⋂∞
n=2G 1

n

. За лемою 3.10 множина G має тип Gδ, а з леми
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3.9 i теореми Бера про категорiю випливає її щiльнiсть в E\X.
Теорема 3.5 випливає з наступної заключної леми.

Лема 3.11. Якщо y ∈ G, то iснує x̄ ∈ X:

f (x̄) + µB (x̄− y) = min
x∈X

{f (x) + µB (x− y)} .

Доведення. Нехай y ∈ G. Тодi iснують y∗n ∈ E∗, δn > 0 такi, що:

1− M
n
≤ sup

−B
y∗n ≤ 1+ M

n
,

f (x) + 〈y∗n, y− x〉E∗,E >
(
1− 1

n

)
r (y)

для всiх x ∈ X: f (x) + µB (x− y) ≤ r (y) + δn.
Вiзьмемо таку послiдовнiсть xn ∈ X, що f (xn) + µB (xn − y) ≤ r (y) + 1

n
.

Звiдси випливає, що limn→∞ {f (xn) + µB (xn − y)} = r (y). Мiнiмiзуюча послi-
довнiсть (xn) обмежена, оскiльки ‖xn‖E ≤ ‖y‖E+M

(
r (y) + 1

n

)
. Iз рефлексив-

ностi банахова простору (E, ‖·‖E) випливає iснування у (xn) пiдпослiдовностi,
слабко збiжної до деякого елемента x̄ ∈ E. Тому можемо вважати, що

f (xn) + µB (xn − y)→ r (y) ,

f (xn)→ a,

µB (xn − y)→ b,

xn − y→ x̄− y в топологiї σ (E, E∗) . (3.30)

Зафiксуємо n > 2 та таке k0 ∈ N, що 1/k0 < δn. Оскiльки для k ≥ k0

f (xk) + µB (xk − y) ≤ r (y) + 1
k
≤ r (y) + δn,

то
f (xk) + 〈y∗n, y− xk〉E∗,E >

(
1− 1

n

)
r (y) ∀k ≥ k0.

Зробивши граничний перехiд при k→∞, отримаємо

a+ 〈y∗n, y− x̄〉E∗,E ≥
(
1− 1

n

)
r (y) .

Iз нерiвностi

a+ sup
−B
y∗n · µB (x̄− y) = a+ sup

−B
y∗n · µ−B (y− x̄) ≥

≥ a+ 〈y∗n, y− x̄〉E∗,E ≥
(
1− 1

n

)
r (y)

та sup−B y
∗
n → 1 отримаємо (пiсля граничного переходу при n→∞)

a+ µB (x̄− y) ≥ r (y) . (3.31)
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Функцiонал Мiнковського µB є слабко напiвнеперервним знизу. Тому з
(3.30) випливає, що µB (x̄− y) ≤ limn→∞ µB (xn − y) = b. Ураховуючи (3.31),
отримаємо r (y) ≤ a+ µB (x̄− y) ≤ a+ b = r (y), звiдки

µB (x̄− y) = B = lim
n→∞µB (xn − y) .

Оскiльки xn − y → x̄ − y в топологiї σ (E, E∗), µB (xn − y) → µB (x̄− y), а
множина B має властивiсть Кадеця–Клi, то ‖xn − x̄‖E → 0. Множина X ⊆ E
замкнена, тому x̄ ∈ X. Iз напiвнеперервностi знизу функцiоналу f, отримаємо

f (x̄) ≤ lim
n→∞ f (xn) = a.

Але
r (y) ≤ f (x̄) + µB (x̄− y) ≤ a+ b = r (y) ,

звiдки
f (x̄) + µB (x̄− y) = r (y) ,

що й доводить лему.

Зауваження 3.3. Для елементiв множини G ми довели бiльше, нiж вка-
зано в формулюваннi теореми 3.5. Показано, що для довiльного y ∈ G задача
(3.23) коректна за Тiхоновим в узагальненому розумiннi, тобто, множина її
розв’язкiв непорожня, а довiльна мiнiмiзуюча послiдовнiсть має сильно збi-
жну до деякого розв’язку пiдпослiдовнiсть [91].

3.4.3 Негативнi результати

Покажемо, що без рефлексивностi банахова простору E або без властивостi
Кадеця–Клi множини B результат типу теореми 3.5 не має мiсця. Наступнi
двi теореми — узагальнення вiдомих результатiв С. В. Конягiна [69] про ха-
рактеризацiю просторiв Єфiмова–Стєчкiна.

Почнемо iз розгляду випадку нерефлексивного банахова простору (E, ‖·‖E).

Теорема 3.6. Нехай (E, ‖·‖E) — нерефлексивний банахiв простiр, f = 0.
Тодi iснують непорожня замкнена множина X ⊆ E i непорожня вiдкрита
множина O ⊆ E\X такi, що для довiльної точки y ∈ O екстремальна
задача

µB (x− y)→ inf
x∈X

не має розв’язкiв.

Доведення. За класичною теоремою Джеймса [90] iснує функцiонал x∗ ∈ E∗
такий, що 〈x∗, x〉E∗,E < sup−B x

∗ = 1 ∀x ∈ −B.
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Розглянемо двi множини: замкнену обмежену

X = B1 (E) ∩ {x ∈ E : 〈x∗, x〉E∗,E = 0}

та вiдкриту

O =
{
y ∈ E : ‖y‖E < 1

2M+1

}
∩ {y ∈ E : 〈x∗, y〉E∗,E > 0} .

Вiзьмемо y ∈ O. Спочатку покажемо, що

inf
x∈X
µB (x− y) = 〈x∗, y〉E∗,E . (3.32)

Дiйсно, якщо x ∈ X, то

〈x∗, y〉E∗,E = 〈x
∗, y− x〉E∗,E ≤ µ−B (y− x) = µB (x− y) .

Розглянемо послiдовнiсть точок zn ∈ −B таких, що n
n+1 < 〈x

∗, zn〉E∗,E < 1.
Покладемо

yn = y−
〈x∗, y〉E∗,E
〈x∗, zn〉E∗,E

zn.

Точки yn належать множинi X, оскiльки

〈x∗, yn〉E∗,E = 〈x
∗, y〉E∗,E −

〈x∗, y〉E∗,E
〈x∗, zn〉E∗,E

〈x∗, zn〉E∗,E = 0

та

‖yn‖E ≤ ‖y‖E +
∣∣∣∣ 〈x∗, y〉E∗,E〈x∗, zn〉E∗,E

∣∣∣∣ ‖zn‖E ≤
≤ ‖y‖E + n+1

n
|〈x∗, y〉E∗,E| ‖zn‖E ≤ ‖y‖E + 2 |〈x

∗, y〉E∗,E| ‖zn‖E ≤
≤ ‖y‖E + 2µ−B (y) ‖zn‖E ≤ (1+ 2M) ‖y‖E < 1.

Оскiльки yn ∈ X, то

inf
x∈X
µB (x− y) ≤ µB (yn − y) =

= µ−B

(
〈x∗, y〉E∗,E
〈x∗, zn〉E∗,E

zn

)
≤ 〈x

∗, y〉E∗,E
〈x∗, zn〉E∗,E

< n+1
n
〈x∗, y〉E∗,E ,

звiдки й випливає рiвнiсть (3.32).
Припустимо тепер, що iснує точка x̄ ∈ X така, що µB (x̄− y) = 〈x∗, y〉E∗,E.

Розглянемо точку z = y−x̄
µB(x̄−y)

. Тодi z ∈ −B i 〈x∗, z〉E∗,E = 1. Отримали проти-
рiччя з вибором функцiонала x∗ ∈ E∗.

Аналогiчний результат має мiсце, якщо розглянути множину B, що не має
властивостi Кадеця–Клi.
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Теорема 3.7. Нехай (E, ‖·‖E) — банахiв простiр, B ⊆ E — замкнений
обмежений опуклий окiл нуля, що не має властивостi Кадеця-Клi, f = 0.
Тодi iснують непорожня замкнена множина X ⊆ E i непорожня вiдкрита
множина O ⊆ E\X такi, що для довiльної точки y ∈ O екстремальна
задача

µB (x− y)→ inf
x∈X

не має розв’язкiв.

Доведення. Якщо банахiв простiр E нерефлексивний, то твердження вже до-
ведено (теорема 3.6).

Припустимо, що E рефлексивний простiр. Оскiльки множина B, а, отже,
i −B, не має властивостi Кадеця–Клi, то iснує послiдовнiсть точок zn ∈ −B

така, що zn → z слабко в E, µ−B (zn) = µ−B (z) = 1, infk 6=n ‖zn − zk‖E > ε для
деякого ε > 0.

Вiзьмемо функцiонал x∗ ∈ E∗ такий, що 〈x∗, z〉E∗,E = sup−B x
∗ = 1. Тодi

маємо 〈x∗, zn〉E∗,E → 1. Можна вважати, що

1 ≥ 〈x∗, zn〉E∗,E > 1− 1
n+2 >

1
2
.

Покладемо yn =
(
1+ 1

n

)
zn та розглянемо двi множини:

X = ∪∞n=1Xn,
де Xn = Bε

3
(−yn) ∩ {−yn + x ∈ E : 〈x∗, x〉E∗,E = 0}, та

O =
{
y ∈ E : ‖y‖E < ε

3(2M+1)

}
.

Доведемо, що множина X замкнена. Нехай u ′ ∈ Xk, u ′′ ∈ Xn та k > n. Тодi
для достатньо великих k i n маємо

‖u ′ − u ′′‖E = ‖u
′ − u ′′ + zn − zn + zk − zk + yn − yn + yk − yk‖E ≥

≥ ‖zk − zn‖E − ‖zn − yn‖E − ‖yk − zk‖E − ‖yk + u
′‖E − ‖yn + u

′′‖E >
> ε− 1

n
− 1

k
− ε

3
− ε

3
> ε

10
.

Множини Xn замкненi, а починаючи з деякого n « ε
10
-вiддiленi» одна вiд одної.

Тому множина X = ∪∞n=1Xn замкнена.
Розглянемо точку y ∈ O. Вiзьмемо довiльну точку x ∈ X. Тодi для де-

якого n ∈ N x ∈ Xn i 〈x∗, x〉E∗,E = 〈x∗,−yn〉E∗,E = −
(
1+ 1

n

)
〈x∗, zn〉E∗,E ≤

−
(
1+ 1

n

) (
1− 1

n+2

)
< −1. Звiдси випливає, що ∀x ∈ X

µB (x− y) = µ−B (y− x) ≥ 〈x∗, y− x〉E∗,E =
= 〈x∗, y〉E∗,E − 〈x

∗, x〉E∗,E > 1+ 〈x
∗, y〉E∗,E . (3.33)
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Покажемо, що
inf
x∈X
µB (x− y) = 1+ 〈x∗, y〉E∗,E , (3.34)

чим i доведемо теорему.
Розглянемо послiдовнiсть vn = y − yn −

〈x∗,y〉E∗,E
〈x∗,zn〉E∗,E

zn. Точка vn лежить у
множинi Xn ⊆ X, оскiльки

〈x∗, vn + yn〉E∗,E =
〈
x∗, y−

〈x∗, y〉E∗,E
〈x∗, zn〉E∗,E

zn

〉
E∗,E

=

= 〈x∗, y〉E∗,E −
〈x∗, y〉E∗,E
〈x∗, zn〉E∗,E

〈x∗, zn〉E∗,E = 0

та

‖vn + yn‖E ≤ ‖y‖E +
∣∣∣∣ 〈x∗, y〉E∗,E〈x∗, zn〉E∗,E

∣∣∣∣ ‖zn‖E ≤
≤ ‖y‖E + n+2

n+1 |〈x
∗, y〉E∗,E| ‖zn‖E ≤ ‖y‖E + 2 |〈x

∗, y〉E∗,E| ‖zn‖E ≤
≤ ‖y‖E + 2µ−B (y) ‖zn‖E ≤ (1+ 2M) ‖y‖E < ε

3
.

Оскiльки vn ∈ X, то для довiльного n ∈ N

inf
x∈X
µB (x− y) ≤ µB (vn − y) = µ−B

(
yn +

〈x∗, y〉E∗,E
〈x∗, zn〉E∗,E

zn

)
=

= µ−B

((
1+ 1

n

)
zn +

〈x∗, y〉E∗,E
〈x∗, zn〉E∗,E

zn

)
=

= 1+ 1
n
+
〈x∗, y〉E∗,E
〈x∗, zn〉E∗,E

< 1+ 1
n
+ n+2

n+1 〈x
∗, y〉E∗,E . (3.35)

Врахувавши строгу нерiвнiсть (3.33), отримаємо з оцiнки (3.35) рiвнiсть (3.34)
та факт неможливостi досягнення в нiй iнфiмуму.
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3.5 Варiант принципу Девiлля–Годфруа–Зiзлера для
векторної оптимiзацiї

3.5.1 Постановка задачi та допомiжнi факти

Нехай (X, ρ) — повний метричний простiр, (E, ‖·‖E) — банахiв простiр. Про-
стiр E частково упорядковано замкненим опуклим та гострим конусом K ⊆ E.

Нехай задано вiдображення f : X → E. Об’єктом нашого дослiдження є
задача векторної мiнiмiзацiї

f→ K− min
X
, (3.36)

тобто, задача пошуку точок x0 ∈ X таких, що

f (X) ∩ (f (x0) − K\ {0}) = ∅. (3.37)

Точки x0 ∈ X, що задовольняють (3.37), називають ефективними розв’язками
задачi (3.36). Через K- argmin (f) будемо позначати множину усiх ефективних
розв’язкiв задачi (3.36), а K-min (f) — множину f (K- argmin (f)) ⊆ E.

Нагадаємо ряд необхiдних нам понять та фактiв з роботи [92].

Означення 3.2. Вiдображення f : X → E називаємо K-обмеженим знизу,
якщо iснує точка z ∈ E така, що f (X) ⊆ z+ K.

Зауваження 3.4. Якщо intK 6= ∅, то K-обмеженiсть знизу вiдображення
f : X → E випливає з обмеженостi множини f (X). Дiйсно, нехай k ∈ intK,
тобто, iснує непорожня куля OM (k) ⊆ K. Тодi для довiльного елемента x ∈ X

k+
M

supξ∈X ‖f (ξ)‖E
f (x) ∈ K, k− M

supξ∈X ‖f (ξ)‖E
f (x) ∈ K,

i, оскiльки K — конус, то

f (X) ⊆ −k
supξ∈X ‖f (ξ)‖E

M
+ K.

Означення 3.3. Вiдображення f : X → E називаємо K-напiвнеперервним
знизу в точцi x0 ∈ X, якщо для довiльного околу V ⊆ E точки f (x0) ∈ E iснує
такий окiл W ⊆ X точки x0 ∈ X, що f (W) ⊆ V + K.

Означення 3.4. Вiдображення f : X → E називаємо K-напiвнеперервним
знизу, якщо f є K-напiвнеперервним знизу в кожнiй точцi x0 ∈ X.

У роботi [92] доведено, що K-напiвнеперервнi знизу вiдображення f : X→ E

утворюють конус.
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Зафiксуємо елемент e ∈ K\ {0} такий, що −e /∈ K, i розглянемо функцiонал
e∗ ∈ K∗ = {k∗ ∈ E∗ : 〈k∗, k〉E∗,E ≥ 0 ∀k ∈ K} такий, що 〈e∗, e〉E∗,E = 1.

З вiдображенням f : X → E зв’яжемо такий функцiонал (e∗ ◦ f) (x) =

〈e∗, f (x)〉E∗,E. Введений функцiонал має наступнi властивостi: якщо вiдобра-
ження f : X → E K-обмежене знизу, то функцiонал e∗ ◦ f обмежений знизу;
якщо вiдображення f : X → E є K-напiвнеперервним знизу, то функцiонал
e∗ ◦ f напiвнеперервний знизу.

Нагадаємо, що p : X → R досягає в точцi x0 ∈ X строгого мiнiмуму, якщо
p (x0) = minx∈X p (x) i ρ (xn, x0)→ 0 для всiх таких (xn), що p (xn)→ p (x0).

Лема 3.12. Якщо функцiонал e∗ ◦ f досягає в точцi x0 ∈ X строгого
мiнiмуму, то x0 — ефективний розв’язок задачi f→ K-minX.

Доведення. Нехай у точцi x0 ∈ X функцiонал e∗◦f досягає строгого мiнiмуму,
тобто, (e∗ ◦ f) (x0) = minx∈X (e

∗ ◦ f) (x) i ρ (xn, x0) → 0 для всiх таких (xn),
що

(e∗ ◦ f) (xn)→ (e∗ ◦ f) (x0) .

Якщо припустити, що x0 /∈ K- argmin (f), то iснує точка x ′ ∈ X\ {x0} така,
що

f (x ′) ∈ f (x0) − K\ {0} .
Звiдки маємо

(e∗ ◦ f) (x ′) ≤ (e∗ ◦ f) (x0) .
Може виконуватись тiльки рiвнiсть (e∗ ◦ f) (x ′) = (e∗ ◦ f) (x0). Але, xn = x ′ 9
x0, що приводить до протирiччя.

Гарантувати на такому рiвнi загальностi iснування розв’язкiв задачi (3.36)
ми не можемо без припущення про компактнiсть повного метричного просто-
ру (X, ρ). Але ми покажемо, що за допомогою як завгодно малих спецiальних
адитивних збурень задачi (3.36) можна отримати розв’язну задачу векторної
оптимiзацiї.

3.5.2 Варiацiйний принцип для векторної оптимiзацiї

Введемо поняття допустимого конусу вiдображень-збурень.

Означення 3.5. Опуклий конус (Y, ‖·‖Y) обмежених, K-обмежених знизу
i K-напiвнеперервних знизу вiдображень X в E називаємо допустимим, якщо:

1) ∀g ∈ Y: ‖g‖BC(X,E) = supx∈X ‖g (x)‖E ≤ ‖g‖Y;

2) Y – повний вiдносно метрики, яка породжена нормою ‖·‖Y;
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3) для кожного n ∈ N iснує числоMn > 0 таке, що для кожної точки x ∈ X
iснує функцiонал bn : X→ [0, 1] такий, що bn (x) = 1, supp bn ⊆ B 1

n

(x),

−bne ∈ Y i ‖−bne‖Y ≤Mn.

За допустимий конус вiдображень (Y, ‖·‖Y) можна обрати, наприклад, ба-
нахiв простiр усiх неперервних лiпшицевих обмежених та K-обмежених знизу
вiдображень g : X→ E з нормою

‖g‖Y = sup
x∈X
‖g (x)‖E + sup

x 6=y

‖g (x) − g (y)‖E
ρ (x, y)

.

Теорема 3.8. Нехай (Y, ‖·‖Y) — допустимий конус вiдображень X в E.
Нехай вiдображення f : X → E — K-напiвнеперервне знизу i K-обмежене
знизу. Тодi множина g ∈ Y таких, що функцiонал e∗ ◦ (f+ g) досягає стро-
гого мiнiмуму на X, мiстить щiльну в Y пiдмножину типу Gδ.

Доведення. Ясно, що для g ∈ Y функцiонал e∗ ◦ (f+ g) обмежений знизу.
Розглянемо злiченну сiм’ю множин

Un = {g ∈ Y : ∃ xn ∈ X
e∗ ◦ (f+ g) (xn) < inf

{
e∗ ◦ (f+ g) (x) : ρ (x, xn) ≥ 1

n

}
}.

Лема 3.13. ∀n ∈ N множина Un вiдкрита.

Доведення. Нехай g ∈ Un. Тодi iснує точка xn ∈ X така, що

ε = inf
{
e∗ ◦ (f+ g) (x) : ρ (x, xn) ≥ 1

n

}
− e∗ ◦ (f+ g) (xn) > 0.

Якщо h ∈ Y, то

sup
X

|e∗ ◦ h| = sup
x∈X

|〈e∗, h (x)〉E∗,E| ≤ ‖e
∗‖E∗ ‖h‖BC(X,E) ≤ ‖e

∗‖E∗ ‖h‖Y .

Розглянемо e∗ ◦ (f+ h) (xn) = e∗ ◦ (f+ g) (xn) + e∗ ◦ (h− g) (xn). Оберемо
h ∈ Y так, що

‖h− g‖Y ≤
ε

4 ‖e∗‖E∗
.

Тодi для всiх x ∈ X таких, що ρ (x, xn) ≥ 1
n
, маємо

e∗ ◦ (f+ h) (xn) ≤ e∗ ◦ (f+ g) (x) − ε+ e∗ ◦ (h− g) (xn) ≤

≤ e∗ ◦ (f+ g) (x) − 3ε
4

= e∗ ◦ (f+ h) (x) + e∗ ◦ (g− h) (x) − 3ε
4
≤

≤ e∗ ◦ (f+ h) (x) − ε

2
.



71

Звiдси

e∗ ◦ (f+ h) (xn) ≤ inf
{
e∗ ◦ (f+ h) (x) : ρ (x, xn) ≥ 1

n

}
−
ε

2
<

< inf
{
e∗ ◦ (f+ h) (x) : ρ (x, xn) ≥ 1

n

}
,

тобто h ∈ Un.

Лема 3.14. ∀n ∈ N множина Un щiльна в Y.

Доведення. Нехай g ∈ Y i δ > 0. Оскiльки e∗ ◦ (f+ g) обмежений знизу, то
iснує точка xn ∈ X така, що

e∗ ◦ (f+ g) (xn) < inf {e∗ ◦ (f+ g) (x) : x ∈ X}+ δ.

Вiзьмемо функцiонал bn : X→ [0, 1] такий, що

bn (xn) = 1, supp bn ⊆ B 1
n

(xn) , −bne ∈ Y, ‖−bne‖Y ≤Mn.

Тодi маємо

e∗ ◦ (f+ g) (xn) − δ = e∗ ◦ (f+ g− δbne) (xn) <
< inf {e∗ ◦ (f+ g) (x) : x ∈ X} ≤ inf

{
e∗ ◦ (f+ g) (x) : ρ (x, xn) ≥ 1

n

}
.

Але

inf
{
e∗ ◦ (f+ g) (x) : ρ (x, xn) ≥ 1

n

}
=

= inf
{
e∗ ◦ (f+ g− δbne) (x) : ρ (x, xn) ≥ 1

n

}
.

Тому вiдображення g− δbne ∈ Y належить множинi Un.
З iншого боку,

‖g− (g− δbne)‖Y ≤Mnδ.

Оскiльки числа n ∈ N i Mn > 0 фiксованi, а число δ > 0 можемо обрати
як завгодно малим, то g ∈ Y є точкою дотику множини Un. Отже, множина
Un щiльна в Y.

Розглянемо множину G = ∩∞n=1Un. Iз теореми Бера випливає, що G щiльна
Gδ-пiдмножина повного конуса Y.

Покажемо, що для g ∈ G функцiонал e∗◦(f+ g) досягає строгого мiнiмуму
на множинi X.

Для довiльного n ∈ N iснує точка xn ∈ X така, що

e∗ ◦ (f+ g) (xn) < inf
{
e∗ ◦ (f+ g) (x) : ρ (x, xn) ≥ 1

n

}
.
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Для k > n маємо ρ (xk, xn) < 1
n
. Дiйсно, якщо припустити, що для деяких

k > n ρ (xk, xn) ≥ 1
n
, то e∗ ◦ (f+ g) (xn) < e∗ ◦ (f+ g) (xk), i, оскiльки 1

k
< 1

n
,

e∗ ◦ (f+ g) (xk) < e∗ ◦ (f+ g) (xn) .

Отримали протирiччя. Отже, (xn) — фундаментальна послiдовнiсть, i вна-
слiдок повноти простору X iснує x0 = limn→∞ xn ∈ X. Iз напiвнеперервностi
знизу функцiоналу e∗ ◦ (f+ g) випливає

e∗ ◦ (f+ g) (x0) ≤ lim inf
n→∞ e∗ ◦ (f+ g) (xn) ≤

≤ lim inf
n→∞

{
inf
{
e∗ ◦ (f+ g) (x) : ρ (x, x0) ≥ 1

n

}}
=

= inf
{

inf
{
e∗ ◦ (f+ g) (x) : ρ (x, x0) ≥ 1

n

}}
≤

≤ inf {e∗ ◦ (f+ g) (x) : x ∈ X\ {x0}} .

Отже, x0 ∈ X — точка мiнiмуму e∗ ◦ (f+ g).
Припустимо, що iснує послiдовнiсть x ′n ∈ X така, що

e∗ ◦ (f+ g) (x ′n)→ e∗ ◦ (f+ g) (x0) при n→∞
i x ′n не збiгається до x0. Видiливши, якщо необхiдно, пiдпослiдовнiсть, мо-
жемо вважати, що для деякого ε > 0 i всiх n ∈ N виконується нерiвнiсть
ρ (x ′n, x0) ≥ ε. Оскiльки x0 = limn→∞ xn, то можна обрати таке число k ∈ N,
що ρ (x ′n, xk) ≥ 1

k
∀ n ∈ N. Звiдси ∀ n ∈ N маємо

e∗ ◦ (f+ g) (x0) ≤ e∗ ◦ (f+ g) (xk) <
< inf

{
e∗ ◦ (f+ g) (x) : ρ (x, xk) ≥ 1

k

}
≤ e∗ ◦ (f+ g) (x ′n) .

А це суперечить збiжностi послiдовностi e∗◦(f+ g) (x ′n) до e∗◦(f+ g) (x0).

Наслiдок 3.1. Нехай (Y, ‖·‖Y) — допустимий конус вiдображень X в E;
{fn : X→ E}n∈N — злiченна сiм’я K-напiвнеперервних знизу i K-обмежених
знизу вiдображень. Тодi для довiльного ε > 0 iснує вiдображення g ∈ Y
таке, що

1) ‖g‖Y < ε;

2) ∀n ∈ N K- argmin (fn + g) 6= ∅.

Зауваження 3.5. Цiкаво дослiдити можливiсть твердження типу наслiд-
ку 3.1 для незлiченних сiмей вiдображень {fα : X→ E}α∈A.
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3.5.3 Один результат про σ-пористiсть у векторнiй оптимiзацiї

Крiм нiде не щiльностi та поняття першої категорiї останнiм часом стали
популярними такi характеристики малостi як пористiсть i σ-пористiсть [93,
94].

Означення 3.6. Нехай (Y, ρ) — метричний простiр. Множину A ⊆ Y на-
зивають пористою в Y, якщо iснують λ0 ∈ (0, 1], r0 > 0 такi, що для довiльних
x ∈ Y i r ∈ (0, r0] iснує точка y ∈ Y така, що Oλ0r (y) ⊆ Or (x) ∩ (Y\A).

Означення 3.7. Множину A ⊆ Y називають σ-пористою в Y, якщо вона
може бути зображена у виглядi злiченного об’єднання пористих в Y множин.

Ясно, що замикання та довiльна пiдмножина пористої множини є пористи-
ми. Також очевидно, що пориста множина є нiде не щiльною. Отже, кожна
σ-пориста в Y множина є множиною першої категорiї в Y. Якщо Y = Rn,
то σ-пориста пiдмножина Y має лебегову мiру нуль. Вiдомо, що iснують не
σ-пористi пiдмножини Rn лебегової мiри нуль та першої категорiї. Тобто, по-
няття σ-пористостi є бiльш тонким, нiж поняття множини лебегової мiри нуль
та множини першої категорiї Бера.

У роботi [95] для багатьох ситуацiй доведено, що множини функцiоналiв,
якi породжують нерозв’язнi задачi мiнiмiзацiї, є σ-пористими у вiдповiдних
функцiональних просторах.

Далi, спираючись на результати [96] та iдею з [95], уточнимо результат
теореми 3.8. А саме: покажемо, що в умовах теореми 3.8 множина g ∈ Y
таких, що e∗ ◦ (f+ g) не досягає строгого мiнiмуму, є σ-пористою.

Теорема 3.9. При виконаннi умов теореми 3.8 множина g ∈ Y таких,
що функцiонал e∗ ◦ (f+ g) досягає строгого мiнiмуму на X, має тип Gδ i
σ-пористе доповнення.

Будемо використовувати класичну характеризацiю досяжностi строгого мi-
нiмуму напiвнеперервним знизу функцiоналом, який задано в повному метри-
чному просторi [96].

Нехай g ∈ Y. Функцiонал e∗ ◦ (f+ g) досягає строгого мiнiмуму на X тодi
i тiльки тодi, коли

inf
ε>0

{
diam

{
x ∈ X : e∗ ◦ (f+ g) (x) ≤ inf

X
e∗ ◦ (f+ g) + ε

}}
= 0.

Отже, множину G вiдображень g ∈ Y таких, що e∗ ◦ (f+ g) досягає строгого
мiнiмуму на X, можна подати у виглядi G = ∩∞n=1Gn, де
Gn =

{
g ∈ Y : inf

ε>0
{diam{x ∈ X : e∗ ◦ (f+ g) (x) ≤ inf

X
e∗ ◦ (f+ g) + ε}} < 1

n

}
.
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Для завершення доведення слiд показати, що всi множини Gn вiдкритi, а
множини Y\Gn пористi в Y.

Розглянемо g ∈ Gn. Для деякого ε > 0 виконується нерiвнiсть:

diam
{
e∗ ◦ (f+ g) ≤ inf

X
e∗ ◦ (f+ g) + ε

}
< 1

n
.

Оберемо g ′ ∈ Y так, що ‖g ′ − g‖Y < ε
3‖e∗‖E∗

. Тодi з нерiвностi

inf
X
e∗ ◦ (f+ g ′) ≤ e∗ ◦ (f+ g ′) (x) =

= e∗ ◦ (f+ g) (x) + e∗ ◦ (g ′ − g) (x) ≤ e∗ ◦ (f+ g) (x) + ε
3
∀x ∈ X,

випливає
inf
X
e∗ ◦ (f+ g ′) ≤ inf

X
e∗ ◦ (f+ g) + ε

3
.

Якщо x ∈
{
e∗ ◦ (f+ g ′) ≤ infX e

∗ ◦ (f+ g ′) + ε
3

}
, то

e∗ ◦ (f+ g) (x) = e∗ ◦ (f+ g ′) (x) + e∗ ◦ (g− g ′) (x) <

< e∗ ◦ (f+ g ′) (x) + ε

3
≤

≤ inf
X
e∗ ◦ (f+ g ′) + 2ε

3
≤ inf

X
e∗ ◦ (f+ g) + ε.

Отже,

diam
{
e∗ ◦ (f+ g ′) ≤ inf

X
e∗ ◦ (f+ g ′) + ε

3

}
≤

≤ diam
{
e∗ ◦ (f+ g) ≤ inf

X
e∗ ◦ (f+ g) + ε

}
< 1

n
,

тобто, Oε/3‖e∗‖E∗ (g) ⊆ Gn. Вiдкритiсть Gn доведено.

Лема 3.15. ∀n ∈ N множина Y\Gn пориста в Y.

Доведення. Вiзьмемо множину Y\Gn. Покладемо λn = 1
2(1+2M2n‖e∗‖E∗)

, де
M2n > 0 — константа з означення 3.5. Вiзьмемо довiльне rn > 0. Покажемо,
що пара чисел λn i rn задовольняє вимоги з означення 3.6.

Нехай g ∈ Y i r ∈ (0, rn]. Для доведення пористостi Y\Gn нам потрiбно
знайти таке вiдображення gn ∈ Y, що

Oλnr (g+ gn) ⊆ Or (g)
⋂
Gn. (3.38)

Зафiксуємо число εn ∈
(
0, r
2M2n

)
i вiзьмемо точку xn ∈ X таку, що

e∗ ◦ (f+ g) (xn) ≤ inf
X
e∗ ◦ (f+ g) + εn.
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Беремо функцiонал b2n : X→ [0, 1] такий, що

b2n (xn) = 1, supp b2n ⊆ B 1
2n

(xn) , −b2ne ∈ Y, ‖−b2ne‖Y ≤M2n,

та будуємо вiдображення gn ∈ Y: gn (x) = −δnb2n (x) e, x ∈ X, де δn = r1−λn
M2n

.

Покажемо, що має мiсце вкладення (3.38). Нехай p ∈Oλnr (g+ gn). Тодi

p = g+ gn + p
′,

де p ′ ∈ Y: ‖p ′‖Y < λnr. Мають мiсце оцiнки

‖g− p‖Y = ‖g− g− gn − p
′‖Y ≤ ‖gn‖Y + ‖p

′‖Y ≤

≤ δnM2n + λnr = r
1− λn
M2n

M2n + λnr = r.

Отже, p ∈Or (g). Залишилось довести, що p належить множинi Gn. Для
цього достатньо переконатись, що для деякого ε > 0 виконується вкладення:{

e∗ ◦ (f+ p) ≤ inf
X
e∗ ◦ (f+ p) + ε

}
⊆ supp b2n ⊆ B 1

2n

(xn) . (3.39)

Для доведення (3.39) покажемо, що для x /∈ supp b2n має мiсце нерiвнiсть

e∗ ◦ (f+ p) (x) > inf
X
e∗ ◦ (f+ p) + ε. (3.40)

Ураховувавши властивостi вiдображення gn ∈ Y, оцiнку

‖p ′‖BC(X,E) ≤ ‖p
′‖Y < λnr

та рiвнiсть 〈e∗, e〉E∗,E = 1, отримаємо такий ланцюжок нерiвностей (x /∈
supp b2n)

e∗ ◦ (f+ p) (x) = e∗ ◦ (f+ g+ gn + p ′) (x) =
= e∗ ◦ (f+ g+ p ′) (x) ≥ e∗ ◦ (f+ g) (x) − λnr ‖e∗‖E∗ ≥

≥ inf
X
e∗ ◦ (f+ g) − λnr ‖e∗‖E∗ ≥ e

∗ ◦ (f+ g) (xn) − εn − λnr ‖e∗‖E∗ =

= e∗ ◦ (f+ g+ gn) (xn) + δn − εn − λnr ‖e∗‖E∗ ≥
≥ e∗ ◦ (f+ g+ gn + p ′) (xn) + δn − εn − 2λnr ‖e∗‖E∗ ≥

≥ inf
X
e∗ ◦ (f+ p) + δn − εn − 2λnr ‖e∗‖E∗ .

Для обґрунтування нерiвностi (3.40) слiд показати, що δn−εn−2λnr ‖e∗‖E∗ >
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0. Iз вибору εn i δn отримуємо:

δn − εn − 2λnr ‖e∗‖E∗ >
(
1− λn
M2n

−
1

2M2n

− 2λn ‖e∗‖E∗
)
r. (3.41)

Пiдставивши значення λn, отримаємо, що права частина нерiвностi (3.41)
дорiвнює нулю.

Зауваження 3.6. При доведеннi леми 3.15 ми обрали число rn > 0 до-
вiльним. Тим самим ми показали, що множини Y\Gn глобально дуже пори-
стi [67, 94].

Наслiдок 3.2. При виконаннi умов теореми 3.8 множина

{g ∈ Y : K- argmin (f+ g) 6= ∅} ⊆ Y

має σ-пористе доповнення.

Доведення. Випливає з теореми 3.9 та вкладення (лема 3.12)

{g ∈ Y : e∗ ◦ (f+ g) досягає строгого мiнiмуму на X} ⊆
⊆ {g ∈ Y : K- argmin (f+ g) 6= ∅} .

3.5.4 Застосування до лiнiйних систем з векторним критерiєм
якостi

Розглянемо останнє питання — застосування теореми 3.5 для доведення
iснування оптимальних розв’язкiв задач векторного керування лiнiйними си-
стемами, залежними вiд параметра.

Нехай (E, ‖·‖E), (H, ‖·‖H), (W, ‖·‖W) i (V, ‖·‖V) — банаховi простори; U ⊆ H
— пiдмножина допустимих керувань; B ⊆ H— замкнений обмежений опуклий
окiл нуля; простiр E частково упорядковано замкненим опуклим та гострим
конусом K ⊆ E; e ∈ K\ {0} — фiксований елемент такий, що −e /∈ K.

Розглядається екстремальна задача

Φ (y, h) + µB (h− h0) e→ K-min, (3.42)

Ly− F (h) = 0, h ∈ U. (3.43)

Тут L : V → W — лiнiйний неперервний оператор, F : H → W — нелiнiйний
оператор, Φ : V × H → E — задане вiдображення, h0 ∈ H — фiксований
елемент-параметр.

Припустимо, що
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1) простiр (H, ‖·‖H) керувань є рефлексивним;

2) множина B ⊆ H має властивiсть Кадеця–Клi;

3) множина U ⊆ H замкнена;

4) оператор F : H→W — неперервний;

5) оператор L : V → W є лiнiйним топологiчним iзоморфiзмом V в W,
причому R (L) ⊇ F (U);

6) вiдображення Φ : V × H → E — K-обмежене знизу, K-напiвнеперервне
знизу в добутку топологiй σ (V,V∗) i σ (H,H∗) (в кожнiй точцi (y ′, h ′) ∈
V ×H виконується: ∀ околу O ⊆ E точки Φ (y ′, h ′) ∃ такий окiл V0 ⊆ V
точки y ′ ∈ V i такий окiл H0 ⊆ H точки h ′ ∈ H, що Φ (V0, H0) ⊆ O+K);

7) (K∗)◦ = {l∗ ∈ K∗ : 〈l∗, l〉E∗,E > 0 ∀l ∈ K\ {0}} 6= ∅.

Зауваження 3.7. В класичнiй роботi [97] доведено, що у випадку сепа-
рабельностi E завжди (K∗)◦ 6= ∅. Якщо ж простiр E несепарабельний, то
множина (K∗)◦ може бути порожньою.

Теорема 3.10. Нехай виконуються умови 1)–7). Тодi iснує масивна мно-
жина M ⊆ H\U така, що ∀h0 ∈ M задача (3.42), (3.43) має ефективний
розв’язок.

Доведення. Нехай h ∈ U. Тодi iснує єдиний елемент y = y (h) ∈ V такий, що

Ly− F (h) = 0,

‖y‖V ≤ c ‖F (h)‖W , c > 0. (3.44)

Введемо до розгляду вiдображення Ψ : H → E: U � h → Ψ (h) =

Φ (y (h) , h).
Покажемо, що вiдображення Ψ — K-напiвнеперервне знизу на множинi U.

Розглянемо двi точки h ′ ∈ U, y ′ = y (h ′) ∈ V та окiлO ⊆ E точкиΦ (y ′, h ′) ∈
E. Iз умови 6) випливає iснування таких околiв V0 i H0 точок y ′ ∈ V i h ′ ∈ H
вiдповiдно, щоΦ (V0, H0) ⊆ O+K. Iз неперервностi оператора F i оцiнки (3.44)
випливає iснування такого околу H00 ⊆ H0 точки h ′, що

(
L−1 ◦ F

)
(H00) ⊆ V0.

Отже, Ψ (H00) ⊆ Φ (V0, H0) ⊆ O+ K, що i треба було довести.
Вiзьмемо елемент e∗ ∈ (K∗)◦ такий, що 〈e∗, e〉E∗,E = 1, та розглянемо задачу

〈e∗, Φ (y, h)〉E∗,E + µB (h− h0)→ inf,

Ly− F (h) = 0, h ∈ U,
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яку можемо записати у виглядi:

〈e∗, Ψ (h)〉E∗,E + µB (h− h0)→ inf
h∈U

. (3.45)

Функцiонал h 7→ 〈e∗, Ψ (h)〉E∗,E напiвнеперервний знизу та обмежений зни-
зу на U. Отже, з теореми 3.5 випливає, що множина таких h0 ∈ H, що задача
(3.45) має розв’язок, мiстить щiльну в H\U пiдмножину типу Gδ.

Для доведення теореми залишилось показати, що розв’язок (3.45) є ефе-
ктивним розв’язком задачi (3.42), (3.43).

Нехай h̄ ∈ U — розв’язок (3.45). Припустимо, що h̄ ∈ U не є ефективним
розв’язком (3.42), (3.43). Тодi iснує така точка h ′ ∈ U, що

Ψ (h ′) + µB (h
′ − h0) e ∈ Ψ

(
h̄
)
+ µB

(
h̄− h0

)
e− K\ {0} .

Звiдки маємо (використали 〈e∗, e〉E∗,E = 1)

〈e∗, Ψ (h ′)〉E∗,E + µB (h
′ − h0) <

〈
e∗, Ψ

(
h̄
)〉
E∗,E

+ µB
(
h̄− h0

)
.

Прийшли до протирiччя.

Зауваження 3.8. Спираючись на теореми 3.1, 3.4, можна отримати по-
дiбнi результати для задач векторної максимiзацiї лiнiйної системи виду

Φ (y, h) + µB (h− h0) e→ K-max,

Ly− F (h) = 0, h ∈ U.
У наступному роздiлi ми наведемо один близький результат.
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Роздiл 4

Дослiдження задач опуклої максимiзацiї

Важливим класом неопуклих екстремальних задач є задачi максимiзацiї
опуклих функцiоналiв на опуклих множинах. Вже цим задачам властива
багатоекстремальнiсть, яка ускладнює розробку та обґрунтування алгори-
тмiв пошуку глобального екстремуму. Для нескiнченновимiрних задач при
традицiйних припущеннях теорiї керування питання iснування оптимальних
розв’язкiв у багатьох випадках теж є проблемою. З iншого боку, наявнiсть
опуклої структури часто дозволяє отримати змiстовнi результати.

Вiдомо, що у рефлексивному банаховому просторi власний опуклий напiв-
неперервний знизу функцiонал досягає мiнiмуму на довiльнiй опуклiй замкне-
нiй та обмеженiй множинi. Але для задачi максимiзацiї напiвнепе-рервного
знизу опуклого функцiоналу немає такої елегантної теореми iснування. Вже
у нескiнченновимiрному гiльбертовому просторi iснують опуклi замкненi та
обмеженi множини, якi не мiстять елемента з максимальною нормою. Такою
множиною є, наприклад,

X = conv
{

n

n+ 1
en : n ∈ N

}
,

де {en}n∈N — стандартний ортонормований базис простору `2.
Iнша добре вiдома фахiвцям нетривiальнiсть задачi опуклої максимiзацiї

полягає у можливiй наявностi локальних максимумiв, якi не є глобальними.
Це сильно ускладнює розробку алгоритмiв пошуку глобального максимуму.
Цьому колу питань присвячено статтi та монографiї О. С. Стрекаловсько-
го [106–110]. У цих роботах запропоновано оригiнальний геометричний пiд-
хiд одержання умов глобального екстремуму для широкого кола неопуклих
задач (у тому числi i для задачi опуклої максимiзацiї), а також розроблено
та обґрунтовано вiдповiднi алгоритми глобального пошуку. Близькi питання
вивчались в [111–113].

Однiєю з класичних задач опуклої максимiзацiї є задача пошуку норми
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лiнiйного неперервного оператора A ∈ L (E, F) (E, F — простори Банаха)

‖Ax‖F → sup
x∈B1(E)

.

Будемо казати, що оператор A досягає норми, якщо iснує елемент x̄ ∈
B1 (E) такий, що ‖Ax̄‖F = supx∈B1(E) ‖Ax‖F = ‖A‖L(E,F). Позначимо через
AN0 (E, F) множину операторiв з L (E, F), що досягають норми. Якщо про-
стiр E — рефлексивний, то лiнiйнi компактнi оператори A : E→ F належать
AN0 (E, F) [76]. Але, звичайно, iснують лiнiйнi неперервнi оператори, що не
досягають норми. Прикладом може бути оператор A : `2 → `2, заданий фор-
мулою

`2 � x = (x1, x2, ..., xn, ...)→ Ax = (12x1, 23x2, ..., n
n+1xn, ...

)
∈ `2,

який очевидно не досягає норми. Класична теорема Бiшопа–Фелпса [90]
стверджує, що для довiльного банахова простору E виконується рiвнiсть
AN0 (E,R) = L (E,R) = E∗. У статтi [114] Лiнденштраусс почав вивчати за-
гальний випадок i показав, що результат типу теореми Бiшопа–Фелпса може
не мати мiсця, якщо замiсть R обрати довiльний банахiв простiр, а саме, вiн
навiв приклад, коли множина AN0 (E, E) не щiльна у просторi L (E, E). Але
задача спрощується, якщо ми перейдемо до спряжених операторiв. Введемо
до розгляду множини

AN1 (E, F) = {A ∈ L (E, F) : A∗ ∈ AN0 (F∗, E∗)} ,

AN2 (E, F) = {A ∈ L (E, F) : A∗∗ ∈ AN0 (E∗∗, F∗∗)} .
Iз теореми Хана–Банаха випливають вкладення

AN0 (E, F) ⊆ AN1 (E, F) ⊆ AN2 (E, F) .

Лiнденштраусс [90,114] довiв, що завжди

AN2 (E, F) = L (E, F) .

Вiдмiтимо, що у «рефлексивному» варiантi, тобто, коли банахiв простiр E —
рефлексивний, це означає рiвнiсть

AN0 (E, F) = L (E, F) .

Результат Лiнденштраусса полiпшив Зiзлер [115], довiвши, що

AN1 (E, F) = L (E, F) .

Основний момент доведень цих результатiв про щiльнiсть — побудова для за-
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даного ε > 0 за допомогою деякої iтерацiйної процедури ядерного оператора
B такого, що ‖B‖L(E,F) < ε, A+ B ∈ ANk (E, F).

У статтях [116–118] дослiджувався зв’язок мiж деякими геометричними
властивостями просторiв E, F i питанням про щiльнiсть AN0 (E, F) в L (E, F).

Бiльшу частину цього роздiлу присвячено дослiдженню iснування розв’яз-
кiв задачi максимiзацiї опуклого функцiоналу f на замкненiй опуклiй i обме-
женiй пiдмножинi X банахова простору (E, ‖·‖E). А саме, вивчається пита-
ння: якщо задача опуклої максимiзацiї нерозв’язна, то чи можна цiльовий
функцiонал як завгодно мало адитивно збурити лiнiйним неперервним фун-
кцiоналом так, що збурення досягає максимуму? Отримано як позитивнi вiд-
повiдi, так званi лiнiйнi варiацiйнi принципи, так i контрприклади. На цьому
шляху ми узагальнюємо iтерацiйний процес, запропонований Лiнденштраус-
сом при дослiдженнi щiльностi множини операторiв, що досягають своєї нор-
ми на одиничнiй замкненiй кулi. Вiдзначимо, що у випадку некомпактностi у
слабкiй топологiї множини X велику роль починають грати рiзнi геометричнi
властивостi X. Розглянуто також ряд неопуклих узагальнень. Один з пара-
графiв присвячено дослiдженню iснування розв’язкiв екстремальних задач
на передопуклих множинах — доповненнях скiнченних об’єднань опуклих
множин до опуклої множини.

У останньому параграфi ми описуємо заданi у рефлексивному банаховому
просторi опуклi функцiонали, що досягають супремуму на довiльнiй обмеже-
нiй замкненiй i опуклiй множинi простору.

Основнi результати роздiлу були опублiкованi у роботах [98–105].

4.1 Лiнiйний варiацiйний принцип для опуклої
максимiзацiї

4.1.1 Постановка задачi та допомiжнi факти

Вiдомо, що у рефлексивному банаховому просторi власний опуклий напiв-
неперервний знизу функцiонал досягає мiнiмуму на довiльнiй опуклiй замкне-
нiй та обмеженiй множинi. Але для задачi максимiзацiї напiвнеперервного
знизу опуклого функцiоналу немає такої елегантної теореми iснування. Вже
у нескiнченновимiрному гiльбертовому просторi iснують опуклi замкненi та
обмеженi множини, якi не мiстять елемента з максимальною нормою. Також
iснують необмеженi зверху на замкненiй одиничнiй кулi опуклi неперервнi
функцiонали f : `2 → R. Побудуємо вiдповiдний приклад. Розглянемо у про-
сторi `2 таку послiдовнiсть векторiв (en), що ‖en‖ `2 = 4, en → 0 слабко в `2
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при n→∞. Вiзьмемо послiдовнiсть функцiй R fn−→ R

fn (t) =

{
n (|t|− 1) , t /∈ [−1, 1] ,

0 , t ∈ [−1, 1] ,

i покладемо для x ∈ `2: f (x) =
∑∞

n=1 fn
(
(en, x)`2

)
. Побудований функцiо-

нал f : `2 → R опуклий та неперервний на `2. Дiйсно, нехай x ∈ `2, тодi
iснує N ∈ N:

∣∣(en, x)`2∣∣ < 1
2
для всiх n ≥ N. Звiдки для всiх y ∈ B1/8 (x):

f (y) =
∑N

n=1 fn
(
(en, y)`2

)
. Отже, функцiонал f опуклий та неперервний (на-

вiть задовольняє умову Лiпшиця) на B1/8 (x).
Оскiльки ‖en‖ `2 = supx∈B1(`2) (en, x)`2 = 4, то для довiльного n ∈ N iснує

xn ∈ B1 (`2), що (en, xn)`2 ≥ 2. Звiдки f (xn) ≥ n для всiх n ∈ N, що означає
необмеженiсть зверху функцiоналу f на кулi B1 (`2).

Вiдзначимо, що завдяки теоремi Джозефсона-Нiссенцвейга [119] необме-
жений зверху на замкненiй одиничнiй кулi опуклий неперервний функцiонал
можна побудувати на довiльному нескiнченновимiрному лiнiйному нормова-
ному просторi.

Важливу роль в задачах опуклої максимiзацiї вiдiграють крайнi точки
допустимої областi. Позначимо через ext (X) множину крайнiх точок пiдмно-
жини X лiнiйного простору E.

Лема 4.1. Нехай E — локально опуклий лiнiйний топологiчний простiр
та напiвнеперервний знизу власний опуклий функцiонал f : E → R ∪ {+∞}

досягає супремуму на компактнiй опуклiй множинi X ⊆ dom (f) у точцi
x ′ ∈ X. Тодi iснує точка x ′′ ∈ ext (X) така, що f (x ′′) = f (x ′) = supx∈X f (x).

Зауваження 4.1. Твердження леми 4.1 добре вiдоме пiд назвою «прин-
цип максимуму Бауера», але наводиться в лiтературi, як правило, для напiв-
неперервних зверху опуклих функцiоналiв [120]. Ми вiдкидаємо вимогу на-
пiвнеперервностi зверху та виводимо результат з витонченої теореми Шоке–
Бiшопа–де Лю [121].

Доведення. Мiркуємо вiд супротивного. Нехай для всiх x ∈ ext (X): f (x) <
f (x ′) = supx∈X f (x). Розглянемо ∀n ∈ N множину

Fn =

{
y ∈ X : f (y) ≤ sup

x∈X
f (x) − 1

n

}
.

За умовою Fn — замкненi пiдмножини X. Отже, множина

F = {x ∈ X : f (x) = f (x ′)} =

∞⋂
n=1

(X\Fn)
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є елементом σ-алгебри берiвськiх пiдмножин компакту X. Причому F не пе-
ретинається з множиною ext (X) крайнiх точок X.

За теоремою Шоке–Бiшопа–де Лю [121] iснує ймовiрнiсна мiра Радона µ
на X, яка приймає нульове значення на усiх берiвських пiдмножинах X, що
не перетинаються з множиною ext (X), та представляє точку x ′ ∈ X, тобто

∀x∗ ∈ E∗ : 〈x∗, x ′〉E∗,E =
∫
X

〈x∗, x〉E∗,E dµ (x) .

Звичайно,
µ (F) = µ ({x ∈ X : f (x) = f (x ′)}) = 0 (4.1)

та g (x ′) =
∫
X
g (x) dµ (x) для довiльного неперервного афiнного функцiона-

лу g : E→ R (g (·) = 〈x∗, ·〉E∗,E + c, x∗ ∈ E∗, c ∈ R).
З умови леми випливає, що f = supα∈A gα, де {gα}α∈A — деяка непорожня

множина неперервних на E афiнних функцiоналiв [53]. Отже,

∀α ∈ A :

∫
X

f (x) dµ (x) ≥
∫
X

gα (x) dµ (x) = gα (x
′) .

Звiдки отримуємо, що
∫
X
f (x) dµ (x) ≥

∫
X
f (x ′) dµ (x). Отже, маємо∫

X

(f (x) − f (x ′)) dµ (x) = 0,

оскiльки f (x) ≤ f (x ′) для усiх x ∈ X. Отже, f (x) = f (x ′) (modµ). Тодi,

µ ({x ∈ X : f (x) = f (x ′)}) = 1,

що суперечить (4.1).

Нехай (E, ‖·‖E) — простiр Банаха, функцiонал f : E→ R опуклий i обмеже-
ний зверху на замкненiй опуклiй i обмеженiй множинi X. Розглянемо задачу

f→ sup
X

. (4.2)

Навiть у випадку рефлексивностi банахова простору (E, ‖·‖E) задача (4.2) мо-
же не мати оптимальних розв’язкiв. Виникає питання: якщо задача опуклої
максимiзацiї нерозв’язна, то чи можна цiльовий функцiонал як завгодно мало
адитивно збурити лiнiйним неперервним функцiоналом так, що збурення до-
сягає максимуму? Позитивну вiдповiдь на питання такого типу називатимемо
лiнiйним варiацiйним принципом.

Наступна лема в термiнах афiнних мiнорант дає майже очевидний критерiй
досяжностi супремуму напiвнеперервним знизу опуклим функцiоналом на
компактнiй опуклiй пiдмножинi локально опуклого простору.
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Лема 4.2. Нехай X — компактна опукла пiдмножина локально опуклого
простору E, f : E → R ∪ {+∞} — напiвнеперервний знизу опуклий функцiо-
нал, X ⊆ dom (f), (εn) — нескiнченно мала послiдовнiсть додатних чисел.
Функцiонал f досягає супремуму на X тодi i тiльки тодi, коли виконана
умова: iснують послiдовностi точок xn ∈ X i неперервних афiнних фун-
кцiоналiв φn : E→ R:

∀n ∈ N : f ≥ φn на X, (4.3)

∀n ≤ k : φn (xk) ≥ sup
x∈X

f (x) − εn. (4.4)

Доведення. Нехай виконується умова. Розглянемо x ′ ∈ X — граничну точку
послiдовностi (xn) та пiдсiть (xnk) таку, що xnk → x ′. Iз неперервностi φn
та (4.4) випливає, що ∀n ∈ N: φn (x ′) ≥ sup

x∈X
f (x) − εn. Врахувавши (4.3),

отримаємо ∀n ∈ N: f (x ′) ≥ supx∈X f (x) − εn, отже, f (x ′) = supx∈X f (x).
Нехай функцiонал f досягає супремуму на X в точцi x ′ ∈ X. Вiзьмемо для

простоти ∀n ∈ N xn = x ′. Оскiльки f = supφ∈Φφ, де Φ — деяка непорожня
множина неперервних на E афiнних функцiоналiв [53], то iснують такi φn ∈
Φ, що ∀n ∈ N: φn (x ′) ≥ f (x ′) − εn.

Зауваження 4.2. Лема 4.2 — це узагальнення критерiя Лiнденштраусса
[114] досяжностi лiнiйним неперервним оператором своєї норми на одиничнiй
замкненiй кулi.

Далi ми встановимо ряд тверджень типу лiнiйного варiацiйного принципу.
На цьому шляху будемо використовувати лему 4.2 та iтерацiйний процес,
аналогiчний розглянутому Лiнденштрауссом [114] при дослiдженнi щiльностi
множини операторiв, що досягають своєї норми на одиничнiй замкненiй кулi.

4.1.2 Основна теорема

Iдея леми 4.2 i технiка, що була запропонована Лiнденштрауссом [90, 114]
для доведення сильної щiльностi множини лiнiйних неперервних операторiв
A ∈ L (E, F), другi спряженi яких досягають своєї норми на одиничнiй за-
мкненiй кулi другого спряженого простору E∗∗, дозволили отримати теореми
4.1 i 4.2.

Теорема 4.1. Нехай (E, ‖·‖E) — рефлексивний банахiв простiр; f : E →
R ∪ {+∞} — власний опуклий напiвнеперервний знизу функцiонал, що задо-
вольняє умову Лiпшиця на B1 (E). Тодi для довiльного ε > 0 iснує x∗ ∈ E∗
такий, що ‖x∗‖E∗ < ε i функцiонал f + x∗ досягає супремуму на кулi B1 (E)
у крайнiй точцi B1 (E).
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Доведення. Без обмеження загальностi будемо вважати, що функцiонал f за-
довольняє умови

∀x ∈ B1 (E) : 3 ≤ f (x) ≤ 5,
∀ {x, y} ⊆ B1 (E) : |f (x) − f (y)| ≤ ‖x− y‖E .

Нехай ε ∈
(
0, 1
2

)
. Оберемо спадну послiдовнiсть εn > 0 так, щоб виконува-

лись нерiвностi
∑∞

n=1 εn < ε,
∑∞

n=k+1 εn < ε
2
k для k = 1, 2, ...

Покладемо f1 = f. Вiзьмемо точку x1 ∈ B1 (E) так, що

f1 (x1) > sup
x∈B1(E)

f1 (x) − ε
2
1.

Будуємо множину M1 ⊆ E⊕ R:

M1 =
{
(x, α) ∈ E⊕ R : f1 (x1) − ε

2
1 − 2 ‖x− x1‖E∗ ≥ α ≥ −2

}
.

Зрозумiло, щоM1 — компактна в топологiї σ (E⊕ R, E∗ ⊕ R) опукла пiдмно-
жина E⊕ R.

Множини epi (f1) iM1 не перетинаються, оскiльки функцiонал f1 задоволь-
няє умову Лiпшиця з константою 1, i вiдповiдно для x ∈ B1 (E)

f1 (x) ≥ f1 (x1) − ‖x− x1‖E > f1 (x1) − ε
2
1 − 2 ‖x− x1‖E .

Оскiльки надграфiк epi (f1) — замкнена в топологiї σ (E⊕ R, E∗ ⊕ R) опу-
кла пiдмножина E ⊕ R, то iснує σ (E⊕ R, E∗ ⊕ R)-замкнена гiперплощина
L ⊆ E ⊕ R, що строго вiдокремлює epi (f1) вiд M1. Гiперплощина L задає-
ться неперервним афiнним функцiоналом φ1, тобто, функцiоналом вигляду

φ1 (·) = 〈x∗1, ·〉E∗,E + c1, x
∗
1 ∈ E∗, c1 ∈ R.

Цей функцiонал має властивостi:

∀x ∈ E : f1 (x) > φ1 (x) ,

f1 (x1) − ε
2
1 − 2 ‖x − x1‖E ≥ −2⇒ φ1 (x) > f1 (x1) − ε

2
1 − 2 ‖x− x1‖E .

Оцiнимо величину supx∈B1(E) |φ1 (x)|.

Розглянемо спочатку φ1 (0) = c1. Маємо

f1 (x1) − ε
2
1 − 2 ‖x1‖E ≥

5

2
− ε21 − 2 =

1

2
− ε21 > 0.

Отже, φ1 (0) = c1 > f1 (x1) − ε
2
1 − 2 ‖x1‖E > 0 i, очевидно, φ1 (0) = c1 <

f1 (0) < 6.
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Нехай x ∈ E: ‖x − x1‖E = 1, тодi

f1 (x1) − ε
2
1 − 2 ‖x − x1‖E = f1 (x1) − ε

2
1 − 2 ≥

1

2
− ε21 > 0.

Тодi, маємо φ1 (x) > 0 при ‖x− x1‖E = 1.
Далi, 6 > 11

2
> f1 (x1) > φ1 (x1) > f1 (x1) − ε

2
1 >

5
2
> 2. Якщо x ∈ E:

‖x− x1‖E = 1, то

〈x∗1, x − x1〉 = φ1 (x) − φ1 (x1) ≥ −6.

Отже,
∣∣〈x∗1, x〉E∗,E∣∣ ≤ 6 при ‖x‖E = 1. Звiдки ‖x∗1‖E∗ ≤ 6 i для всiх x ∈ B1 (E):

|φ1 (x)| ≤ |〈x∗1, x〉E∗,E|+ |c1| ≤ 6+ 6 ≤ 12.

Задамо на E функцiонал

f2 (x) =

{
f1 (x) +

ε1
72
φ1 (x) f1 (x1) , x ∈ B1 (E) ,

+∞, x ∈ E\B1 (E) .

Зрозумiло, що f2 — власний опуклий напiвнеперервний знизу функцiонал, що
задовольняє на B1 (E) умову Лiпшиця з константою 1+ ε1. Крiм того,

sup
x∈B1(E)

|f2 (x) − f1 (x)| ≤ ε1,
11

2
≥ f2 ≥

5

2
на B1 (E) .

Тепер вiзьмемо точку x2 ∈ B1 (E) так, що

f2 (x2) > sup
x∈B1(E)

f2 (x) − ε
2
2.

Будуємо множину

M2 =
{
(x, α) ∈ E⊕ R : f2 (x2) − ε

2
2 − 2 ‖x− x2‖E ≥ α ≥ −2

}
.

Множини epi (f2) iM2 не перетинаються, оскiльки функцiонал f2 задоволь-
няє умову Лiпшиця з константою 1+ ε1 < 2, i вiдповiдно для x ∈ B1 (E):

f2 (x) ≥ f2 (x2) − 2 ‖x − x2‖E > f2 (x2) − ε
2
2 − 2 ‖x− x2‖E .

Отже, iснує неперервний афiнний функцiонал

φ2 (·) = 〈x∗2, ·〉E∗,E + c2(x
∗
2 ∈ E∗, c2 ∈ R)

на E такий, що
∀x ∈ E : f2 (x) > φ2 (x) ,

f2 (x2) − ε
2
2 − 2 ‖x− x2‖E ≥ −2⇒ φ2 (x) > f2 (x2) − ε

2
2 − 2 ‖x− x2‖E .
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Оцiнимо величину supx∈B1(E) |φ2 (x)|. Маємо

f2 (x2) − ε
2
2 − 2 ‖x2‖E ≥

5

2
− ε22 − 2 =

1

2
− ε22 > 0.

Отже, φ2 (0) = c2 > f2 (x2) − ε
2
2 − 2 ‖x2‖E > 0 i, очевидно, φ2 (0) = c2 <

f2 (0) < 6.

Нехай x ∈ E: ‖x − x2‖E = 1, тодi

f2 (x2) − ε
2
2 − 2 ‖x − x2‖E = f2 (x2) − ε

2
2 − 2 ≥

1

2
− ε22 > 0.

Маємо φ2 (x) > 0 при ‖x− x2‖E = 1.

Далi, 6 > 11
2
> f2 (x2) > φ2 (x2) > f2 (x2) − ε

2
2 >

5
2
> 2. Якщо x ∈ E:

‖x− x2‖E = 1, то

〈x∗2, x− x2〉E∗,E = φ2 (x) − φ2 (x2) ≥ −6.

Отже,
∣∣〈x∗2, x〉E∗,E∣∣ ≤ 6 при ‖x‖E = 1. Звiдки ‖x∗2‖E∗ ≤ 6 i для всiх x ∈ B1 (E):

|φ2 (x)| ≤ |〈x∗2, x〉E∗,E|+ |c2| ≤ 6+ 6 ≤ 12.

Задамо на E функцiонал

f3 (x) =

{
f2 (x) +

ε2
72
φ2 (x) f2 (x2) , x ∈ B1 (E) ,

+∞, x ∈ E\B1 (E) .

Зрозумiло, що f3 — власний опуклий напiвнеперервний знизу функцiонал, що
задовольняє на B1 (E) умову Лiпшиця з константою 1+ ε1 + ε2. Крiм того,

sup
x∈B1(E)

|f3 (x) − f2 (x)| ≤ ε2,
11

2
≥ f3 ≥

5

2
на B1 (E) .

Виконуючи аналогiчнi перетворення, отримаємо послiдовностi xn ∈ B1 (E),
x∗n ∈ E∗, cn ∈ R i послiдовнiсть власних опуклих напiвнеперервних знизу
функцiоналiв fn на E таких, що

fn (xn) > sup
x∈B1(E)

fn (x) − ε
2
n, (4.5)

φn (xn) > fn (xn) − ε
2
n, (φn (·) = 〈x∗n, ·〉E∗,E + cn), (4.6)

fn > φn на E, (4.7)

sup
x∈B1(E)

|φn (x)| ≤ 12, (4.8)
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fn+1 (x) =

{
fn (x) +

εn
72
φn (x) fn (xn) , x ∈ B1 (E) ,

+∞, x ∈ E\B1 (E) .
(4.9)

Крiм того, функцiонал fn+1 задовольняє на множинi B1 (E) умову Лiпшиця з
константою 1+ ε1 + ...+ εn, i для n ∈ N виконуються нерiвностi

sup
x∈B1(E)

|fn+1 (x) − fn (x)| ≤ εn,
11

2
≥ fn+1 ≥

5

2
на B1 (E) .

Дiйсно, для x ∈ B1 (E)

|fn+1 (x) − fn (x)| ≤
εn

72
fn (xn) |φn (x)| ≤

εn

72
· 6 · 12 = εn

та

fn+1 (x) = f1 (x) +

n∑
k=1

(fk+1 (x) − fk (x)) ≤

≤ f1 (x) +
n∑
k=1

|fk+1 (x) − fk (x)| ≤ 5+
n∑
k=1

εk < 5+
1
2
= 11

2
,

fn+1 (x) = f1 (x) +

n∑
k=1

(fk+1 (x) − fk (x)) ≥

≥ f1 (x) −
n∑
k=1

|fk+1 (x) − fk (x)| ≥ 3−
n∑
k=1

εk < 3+
1
2
= 5

2
.

Оскiльки для n < k

sup
x∈B1(E)

|fk (x) − fn+1 (x)| ≤
k−1∑
i=n+1

sup
x∈B1(E)

|fi+1 (x) − fi (x)| ≤
k−1∑
i=n+1

εi < ε
2
n,

то
fn → g рiвномiрно на B1 (E) при n→∞,

sup
x∈B1(E)

|g (x) − fn+1 (x)| = lim
k→∞ sup

x∈B1(E)
|fk (x) − fn+1 (x)| ≤

∞∑
i=n+1

εi < ε
2
n. (4.10)

Iз (4.9) для x ∈ B1 (E) випливає, що

fn+1 (x) = f1 (x) +

n∑
k=1

εk

72
φk (x) fk (xk)∀n ∈ N,
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i вiдповiдно

g (x) = f1 (x) +

∞∑
n=1

εn

72
φn (x) fn (xn) =

= f (x) +

∞∑
n=1

εn

72
〈x∗n, x〉E∗,E fn (xn) +

∞∑
n=1

εn

72
cnfn (xn) .

Причому числовий ряд ∞∑
n=1

εn

72
cnfn (xn)

збiгається до числа c ∈ R, а ряд
∞∑
n=1

εn

72
〈x∗n, ·〉E∗,E fn (x

∗
n)

лiнiйних неперервних функцiоналiв на E рiвномiрно збiгається на множинi
B1 (E) до неперервного лiнiйного функцiонала h (·) = 〈x∗, ·〉E∗,E (x∗ ∈ E∗), i

‖x∗‖E∗ ≤
∞∑
n=1

εn < ε,

оскiльки ‖x∗n‖E∗ ≤ 6 i 11
2
≥ fn ≥ 5

2
на B1 (E). Тодi для x ∈ B1 (E):

f (x) + 〈x∗, x〉E∗,E + c = g (x) .

Залишилось довести, що функцiонал g досягає супремуму на B1 (E). Для
цього встановимо деякий «секвенцiйний» аналог нерiвностi (4.4) iз леми 4.2
(«секвенцiйним» аналогом нерiвностi (4.3) є, звичайно, нерiвнiсть (4.7)).

Лема 4.3. Для послiдовностi функцiоналiв (fn) виконуються нерiвностi

∀n ∈ N : sup
x∈B1(E)

fn+1 (x) > sup
x∈B1(E)

fn (x) +
εn

72

(
sup

x∈B1(E)
fn (x)

)2
− 2ε2n. (4.11)

Доведення. Помiтимо, що

fn+1 (xn) = fn (xn) +
εn

72
φn (xn) fn (xn) > fn (xn) +

εn

72
f2n (xn) −

ε3n
72
fn (xn) >

> sup
x∈B1(E)

fn (x) − ε
2
n +

εn

72

(
sup

x∈B1(E)
fn (x) − ε

2
n

)2
−
ε3n
72

sup
x∈B1(E)

fn (x) =
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> sup
x∈B1(E)

fn (x) − ε
2
n +

εn

72

(
sup

x∈B1(E)
fn (x)

)2
−
ε3n
24

sup
x∈B1(E)

fn (x) +
ε5n
72
>

> sup
x∈B1(E)

fn (x) +
εn

72

(
sup

x∈B1(E)
fn (x)

)2
− ε2n

{
1+

εn

24
sup

x∈B1(E)
fn (x)

}
>

> sup
x∈B1(E)

fn (x) +
εn

72

(
sup

x∈B1(E)
fn (x)

)2
− ε2n

{
1+

11

96

}
>

> sup
x∈B1(E)

fn (x) +
εn

72

(
sup

x∈B1(E)
fn (x)

)2
− 2ε2n.

Звiдки отримуємо бажанi нерiвностi.

Лема 4.4. Для послiдовностi функцiоналiв (φn) виконуються нерiвностi

∀n < k : φn (xk) > sup
x∈B1(E)

fn (x) − 144εn. (4.12)

Доведення. Доведення. При n < k виконується спiввiдношення

fn+1 (xk) = fk (xk) +

k−1∑
i=n+1

(fi (xk) − fi+1 (xk)) >

> sup
x∈B1(E)

fk (x) − ε
2
k −

k−1∑
i=n+1

εi > sup
x∈B1(E)

fk (x) − ε
2
k − ε

2
n.

Iз нерiвностi

sup
x∈B1(E)

fn+1 (x) = sup
x∈B1(E)

|fn+1 (x) − fk (x) + fk (x)| ≤

≤ sup
x∈B1(E)

fk (x) + sup
x∈B1(E)

|fn+1 (x) − fk (x)| ≤ sup
x∈B1(E)

fk (x) + ε
2
n

випливає, що

fn+1 (x
∗
k) > sup

x∈B1(E)
fn+1 (x) − ε

2
n − ε

2
k − ε

2
n ≥ sup

x∈B1(E)
fn+1 (x) − 3ε

2
n. (4.13)

Далi, при n < k

fn+1 (xk) = fn (xk) +
εn

72
φn (xk) fn (xk) ≤

≤ sup
x∈B1(E)

fn (x) +
εn

72
φn (xk) fn (xk) . (4.14)
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З iншого боку, врахувавши (4.11) i (4.13), отримаємо

fn+1 (xk) > sup
x∈B1(E)

fn+1 (x) − 3ε
2
n >

> sup
x∈B1(E)

fn (x) +
εn

72

(
sup

x∈B1(E)
fn (x)

)2
− 5ε2n. (4.15)

Iз нерiвностей (4.14) i (4.15) випливає, що при n < k

εn

72
φn (xk) fn (xk) >

εn

72

(
sup

x∈B1(E)
fn (x)

)2
− 5ε2n.

Звiдки маємо

φn (xk) >
1

fn (xk)

(
sup

x∈B1(E)
fn (x)

)2
−

360

fn (xk)
εn ≥

≥ 1

supx∈B1(E) fn (x)

(
sup

x∈B1(E)
fn (x)

)2
−
720

5
εn = sup

x∈B1(E)
fn (x) − 144εn

при n < k.

Покажемо, нарештi, що функцiонал g досягає супремуму на B1 (E).
Врахувавши нерiвностi (4.11) та (4.12), отримаємо

∀n < k : φn (xk) > sup
x∈B1(E)

fn (x) − 144εn ≥

≥ sup
x∈B1(E)

g (x) − 144εn − ε
2
n > sup

x∈B1(E)
g (x) − 145εn.

Нехай x̄ ∈ B1 (E) — σ (E, E∗)-гранична точка послiдовностi xn ∈ B1 (E). Тодi
з неперервностi функцiоналiв φn у топологiї σ (E, E∗) випливає, що

∀n ∈ N : φn (x̄) ≥ sup
x∈B1(E)

g (x) − 145εn. (4.16)

Iз нерiвностей (4.7) та (4.16) отримаємо

∀n ∈ N : fn (x̄
∗) ≥ sup

x∈B1(E)
g (x) − 145εn. (4.17)

Перейшовши в нерiвностi (4.17) до границi при n→∞, отримаємо, що

g (x̄) ≥ sup
x∈B1(E)

g (x) ,
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тобто, функцiонал g досягає супремуму на множинi B1 (E) в точцi x̄ ∈ B1 (E).
Iз леми 4.1 випливає, що g досягає супремуму на B1 (E) у деякiй крайнiй
точцi множини B1 (E).

Перенесемо лiнiйний варiацiйний принцип на екстремальнi задачi виду

f→ sup
X

,

де X — σ (E, E∗)-компактна опукла пiдмножина банахова простору E, f —
власний опуклий напiвнеперервний знизу та лiпшицевий на множинi X фун-
кцiонал.

Теорема 4.2. Нехай f : E → R ∪ {+∞} — власний опуклий напiвне-
перервний знизу функцiонал, що задовольняє умову Лiпшиця на σ (E, E∗)-
компактнiй опуклiй множинi X ⊆ dom (f). Тодi для довiльного ε > 0 iснує
функцiонал x∗ ∈ E∗ такий, що ‖x∗‖E∗ < ε i функцiонал f+ x∗ досягає супре-
муму на X у крайнiй точцi множини X.

Доведення. Без обмеження загальностi будемо вважати, що 0 ∈ X ⊆ B1 (E).
Дiйсно, якщо теорема 4.2 справедлива для множини X, то вона буде спра-
ведливою i для довiльного зсуву X + y (y ∈ E) цiєї множини. Нехай f —
заданий на множинi X+y функцiонал, який задовольняє умови теореми 4.2.
Покладемо f̄ (x) = f (x+ y) ∀x∗ ∈ X. Тодi для довiльного ε > 0 iснує x∗ ∈ E∗
(‖x∗‖E∗ < ε) та x0 ∈ X: f̄ (x)+〈x∗, x〉E∗,E ≤ f̄ (x0)+〈x∗, x0〉E∗,E ∀x ∈ X. Додавши
〈x∗, y〉E∗,E до обох частин останньої нерiвностi, отримаємо, що у точцi x0 + y
функцiонал f+ x досягає свого супремуму на множинi X+ y.

Аналогiчно доводимо, що з припущення про справедливiсть твердження
для X випливає його справедливiсть для кратного αX (α > 0).

Далi мiркуємо як i при доведеннi теореми 4.1, тiльки обираємо точки xn з
множини X.

4.1.3 Варiант лiнiйного варiацiйного принципу для спряженого
простору

Сформулюємо один корисний варiант лiнiйного варiацiйного принципу. Не-
хай (E∗, ‖·‖E∗)— простiр, спряжений до банахова простору (E, ‖·‖E). Має мiсце

Теорема 4.3. Нехай f : E∗ → R ∪ {+∞} — власний опуклий σ (E∗, E)-
напiвнеперервний знизу функцiонал, що задовольняє умову Лiпшиця на
σ (E∗, E)-компактнiй опуклiй множинi X∗ ⊆ dom (f). Тодi для довiльного
ε > 0 iснує x ∈ E такий, що ‖x‖E < ε i функцiонал f+ x досягає супремуму
на X∗ у крайнiй точцi множини X∗.
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Доведення. Мiркування повнiстю аналогiчнi використаним при доведеннi те-
орем 4.1 i 4.2. Єдина вiдмiннiсть — це, звичайно, робота з двоїстою парою
(E∗, E) замiсть (E, E∗).

4.1.4 Лiнiйний варiацiйний принцип для векторної максимiзацiї

Розглянемо одне застосування теореми 4.2 до опуклих задач векторної
оптимiзацiї [122].

Нехай (E, ‖·‖E), (F, ‖·‖F) — дiйснi банаховi простори, простiр F частково
упорядковано замкненим опуклим i гострим конусом K ⊆ F. Позначимо через
K∗ = {y∗ ∈ F∗ : 〈y∗, y〉F∗,F ≥ 0 ∀y ∈ K} спряжений до K конус.

Розглянемо непорожню множину X ⊆ E i оператор f : E → F. Будемо
вивчати задачу векторної максимiзацiї

f→ K-max
X
, (4.18)

тобто, задачу пошуку таких точок x0 ∈ X, що f (X) ∩ (f (x0) + K\ {0}) = ∅.
Множину розв’язкiв задачi (4.18) позначимо K- argmax (f, X), а елемен-

ти цiєї множини будемо називати максимальними за Парето (ефективними)
розв’язками.

Означення 4.1. Оператор f : E→ F називаємо K-опуклим, якщо

∀ (x1, x2 ∈ E, λ ∈ [0, 1]) : f (λx1 + (1− λ) x2) ∈ λf (x1) + (1− λ) f (x2) − K.

Вiдносно поняття K-напiвнеперервностi знизу операторiв f : E → F ми
слiдуємо роботi [92].

Вiзьмемо лiнiйний функцiонал y∗ ∈ K∗ та розглянемо функцiонал g : E→
R, що дiє за правилом g (x) = 〈y∗, f (x)〉F∗,F. Вiдомо, що коли вiдображення
f : E→ F є K-опуклим та K-напiвнеперервним знизу, то функцiонал g : E→ R
опуклий та напiвнеперервний знизу.

Легко показати, що коли (K∗)◦ = {y∗ ∈ K∗ : 〈y∗, y〉F∗,F > 0 ∀y ∈ K\ {0}} 6=
∅; множина X компактна в топологiї σ (E, E∗); вiдображення f : E → F —
K-опукле та K-напiвнеперервне знизу, то задача векторної мiнiмiзацiї

f→ K-min
X
, (4.19)

тобто, задача пошуку таких точок x0 ∈ X, що f (X)∩ (f (x0) − K\ {0}) = ∅ має
розв’язки.

На вiдмiну вiд задачi (4.19), для задачi (4.18) не iснує такої очевидної теоре-
ми iснування. При сформульованих умовах задача максимiзацiї (4.18) досить
часто нерозв’язна. Для таких нескiнченновимiрних опуклих задач векторної
максимiзацiї виникає природне питання: чи iснують такi, як завгодно малi,
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адитивнi збурення критерия якостi за допомогою лiнiйних неперервних опе-
раторiв, що збурена задача має ефективнi розв’язки?

У наступнiй теоремi дається часткова вiдповiдь на дане питання.

Теорема 4.4. Нехай E, F — банаховi простори; K ⊆ F — замкнений опу-
клий гострий конус, причому

(K∗)◦ = {y∗ ∈ K∗ : 〈y∗, y〉F∗,F > 0 ∀y ∈ K\ {0}} 6= ∅;

множина X ⊆ E опукла i σ (E, E∗)-компактна; оператор f : E → F — K-
опуклий, K-напiвнеперервний знизу та задовольняє умову Лiпшиця на мно-
жинi X. Тодi для довiльного δ > 0 iснує оператор A ∈ L (E, F) такий, що
‖A‖L(E,F) < δ, dimR (A) = 1, задача f+A→ K-maxX має ефективнi розв’яз-
ки, причому ext (X) ∩ K- argmax (f+A,X) 6= ∅.

Доведення. Вiзьмемо довiльний лiнiйний функцiонал e∗ ∈ (K∗)◦ та розгляне-
мо композицiю g = e∗ ◦ f. Побудований функцiонал g : E → R — опуклий,
напiвнеперервний знизу та лiпшицевий на множинi X.

За теоремою 4.2 для довiльного ε > 0 iснує функцiонал x∗ ∈ E∗ такий,
що ‖x∗‖E∗ < ε та g + x∗ досягає максимуму на множинi X у крайнiй точцi
x0 ∈ ext (X).

Далi беремо такий вектор e ∈ K\ {0}, що 〈e∗, e〉F∗,F = 1, i покладаємо

A : x 7→ 〈x∗, x〉E∗,E e.
Тодi маємо A ∈ L (E, F), dimR (A) = 1 та ‖A‖L(E,F) = ‖e‖F ‖x∗‖E∗ < δ, якщо
ε ∈ (0, δ/ ‖e‖F), при цьому x∗ = e∗ ◦A.

Отже,
∀x ∈ X : e∗ ◦ (f+A) (x0) ≥ e∗ ◦ (f+A) (x) . (4.20)

Покажемо, що x0 ∈ X — розв’язок задачi f+A→ K-maxX. Дiйсно, iнакше
iснує така точка x ′ ∈ X, що f (x ′) +Ax ′ ∈ f (x0) +Ax0 + K\ {0}. Звiдки маємо

e∗ ◦ (f (x ′) +Ax ′) > e∗ ◦ (f (x0) +Ax0) ,

що суперечить (4.20).

Отже, для нескiнченновимiрних опуклих задач векторної максимiзацiї до-
ведено, що за умови слабкої компактностi допустимої областi iснує таке як
завгодно мале адитивне збурення K-опуклого, K-напiвнеперервного знизу та
лiпшицевого критерiя якостi лiнiйним неперервним оператором, що збурена
задача має ефективнi розв’язки.
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4.2 Неможливiсть досягнення лiнiйними збуреннями
iснування розв’язкiв

У двох наступних параграфах ми покажемо, що для задачi опуклої макси-
мiзацiї у разi вiдсутностi слабкої компактностi замкненої, опуклої i обмеженої
допустимої множини iснування оптимальних розв’язкiв та, бiльш того, iсну-
вання лiнiйних збурень, якi забезпечують розв’язнiсть, суттєво залежить вiд
геометричних властивостей допустимої множини.

Означення 4.2. Опуклий функцiонал f : E → R називаємо локально
рiвномiрно опуклим, якщо для довiльних ε > 0 i x ∈ E виконується нерiвнiсть

inf

{
1

2
f (y) +

1

2
f (x) − f

(
y+ x

2

)
: y ∈ E, ‖x− y‖E ≥ ε

}
> 0.

Можна показати, що локальна рiвномiрна опуклiсть функцiоналу f : E→ R
рiвносильна властивостi: для довiльних послiдовностi xn ∈ E i точки x ∈ E
таких, що 1

2
f (xn) +

1
2
f (x) − f

(
xn+x
2

) → 0 при n → ∞, маємо ‖xn − x‖E → 0

при n→∞ [90].
Норму ‖·‖ на лiнiйному просторi E називають локально рiвномiрно опу-

клою [90], якщо для довiльних ε > 0 i x ∈ E, ‖x‖ = 1 виконується нерiвнiсть

inf

{
1−

∥∥∥∥y+ x

2

∥∥∥∥ : y ∈ E, ‖y‖ = 1, ‖x− y‖ ≥ ε
}
> 0.

Слiд вiдмiтити, що локально рiвномiрно опукла норма через властивiсть
однорiдностi не буде локально рiвномiрно опуклим функцiоналом у розумiннi
означення 4.2.

Нехай A опукла пiдмножина банахова простору (E, ‖·‖E). Точку x ′ ∈ A
називають строго виставленою точкою множини A, якщо iснує x∗ ∈ E∗

такий, що 〈x∗, x ′〉E∗,E = supx∈A 〈x∗, x〉E∗,E, та для послiдовностi xn ∈ A iз
〈x∗, xn〉E∗,E → 〈x∗, x ′〉E∗,E випливає ‖xn − x ′‖E → 0 [90].

Лема 4.5. Нехай f : E → R локально рiвномiрно опуклий функцiонал,
що задовольняє умову Лiпшиця на обмежених множинах та має обмеженi
лебеговi множини {f ≤ c}; A ⊆ E — обмежена опукла множина, intA 6= ∅.
Якщо функцiонал f досягає в точцi x ′ ∈ A свого максимуму на множинi A,
то x ′ ∈ A — строго виставлена точка множини A.

Доведення. Нехай функцiонал f досягає свого максимуму на множинi A у
точцi x ′ ∈ A. Розглянемо множину B = {x ∈ E : f (x) ≤ f (x ′)}. Множина B
опукла, обмежена та A ⊆ B.

Покажемо, що x ′ ∈ frB, тобто, x ′ належить межi множини B. Вiзьмемо
точку y ∈ E. Припустимо, що f (x ′ + y) ≤ f (x ′) та f (x ′ − y) ≤ f (x ′). Тодi з
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нерiвностi

f (x ′) ≤ 1
2
f (x ′ + y) +

1

2
f (x ′ − y) ≤ f (x ′)

випливає, що f (x ′) = f (x ′ + y) = f (x ′ − y). Останнє суперечить строгiй опу-
клостi функцiонала f. Отже, маємо f (x ′ + y) > f (x ′) або f (x ′ − y) > f (x ′),
тобто, x ′ + y /∈ B або x ′ − y /∈ B. Тодi, x ′ ∈ frB.

Вiзьмемо функцiонал x∗ ∈ E∗\ {0} такий, що 〈x∗, x ′〉E∗,E = supx∈B 〈x∗, x〉E∗,E.
Iснування x∗ ∈ E∗ випливає з класичної теореми про вiддiльнiсть [53,123].

Оскiльки 〈x∗, x ′〉E∗,E = supx∈B 〈x∗, x〉E∗,E i x ′ ∈ A ⊆ B, то

〈x∗, x ′〉E∗,E = sup
x∈A
〈x∗, x〉E∗,E .

Розглянемо для ε > 0 множину Bε = {x ∈ E : f (x) < f (x ′) − ε}. Ясно, що
Bε ⊆ B та sup

x∈Bε
〈x∗, x〉E∗,E ≤ sup

x∈B
〈x∗, x〉E∗,E = 〈x∗, x ′〉E∗,E.

Покажемо, що насправдi ∀ε > 0:

sup
x∈Bε
〈x∗, x〉E∗,E < 〈x

∗, x ′〉E∗,E . (4.21)

Мiркуємо вiд супротивного. Нехай для деякого ε > 0

sup
x∈Bε
〈x∗, x〉E∗,E = 〈x

∗, x ′〉E∗,E .

Тодi iснує послiдовнiсть (xn) така, що 〈x∗, xn〉E∗,E → 〈x∗, x ′〉E∗,E, f (xn) <
f (x ′) − ε. Iснує число L > ε таке, що функцiонал f задовольняє на множинi
B+ B1 (E) умову Лiпшиця з константою L.

Вiзьмемо точку y ∈ S1 (E) таку, що 〈x∗, y〉E∗,E > 0. Iз лiпшицевостi f на
B+ B1 (E) випливає, що

f (xn) −
ε

2
≤ f

(
xn +

ε

2L
y
)
≤ f (xn) +

ε

2
.

Отже, xn + ε
2L
y ∈ B.

Оскiльки〈
x∗, xn +

ε

2L
y
〉
E∗,E
→ 〈x∗, x ′〉E∗,E + ε

2L
〈x∗, y〉E∗,E > 〈x

∗, x ′〉E∗,E ,

то supx∈B 〈x∗, x〉E∗,E > 〈x∗, x ′〉E∗,E. Отримали протирiччя. Отже, має мiсце
(4.21).

Розглянемо тепер послiдовнiсть xn ∈ A таку, що 〈x∗, xn〉E∗,E → 〈x∗, x ′〉E∗,E.
Тодi, урахувавши (4.21), отримаємо

f (xn)→ f (x ′) при n→∞. (4.22)
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Аналогiчно, з
〈
x∗, xn+x

′

2

〉
E∗,E
→ 〈x∗, x ′〉E∗,E випливає, що

f

(
xn + x

′

2

)→ f (x ′) при n→∞. (4.23)

Iз (4.22) i (4.23) робимо висновок, що

1

2
f (xn) +

1

2
f (x ′) − f

(
xn + x

′

2

)→ 0 при n→∞.
Оскiльки функцiонал f локально рiвномiрно опуклий, то ‖xn − x ′‖E → 0 при
n→∞. Отже, x ′ ∈ A — строго виставлена точка множини A.

Наведемо необхiднi нам вiдомостi, пов’язанi з властивiстю Радона–
Нiкодима.

Нехай (E, ‖·‖E) — банахiв простiр. Пiдмножину A ⊆ E називають го-
строю, якщо для довiльного ε > 0 iснує точка xε ∈ A така, що xε /∈
conv {A\Bε (xε)}. Вiдносно слабко компактнi пiдмножини банахових просто-
рiв є гострими [90]. Точку x ∈ A називають гострою, якщо для довiльного
ε > 0 x /∈ conv {A\Bε (x)}.

Покажемо, що строго виставлена точка x ′ ∈ A є гострою. Дiйсно, якщо
припустити протилежне, то ∃ε > 0: x ′ ∈ conv {A\Bε (x ′)}. Оскiльки x ′ ∈ A
строго виставлена, то

diamS (x∗, δ, A)→ 0 при δ→ +0,

де S (x∗, δ, A) = {x ∈ A : 〈x∗, x〉E∗,E ≥ 〈x∗, x ′〉E∗,E − δ} — зрiзка множини A,
x∗ ∈ E∗ — такий функцiонал, що 〈x∗, x ′〉E∗,E = supx∈A 〈x∗, x〉E∗,E. Отже, ∃δ > 0:
diamS (x∗, δ, A) < ε

2
. Зрозумiло, що тодi маємо

Bε (x
′) ⊇ S (x∗, δ, A) .

Звiдки
conv {A\Bε (x ′)} ⊆ conv {A\S (x∗, δ, A)} .

Нарештi, x ′ ∈ conv {A\S (x∗, δ, A)}, що тягне за собою нерiвнiсть 〈x∗, x ′〉E∗,E ≤
〈x∗, x ′〉E∗,E − δ. Отримали протирiччя.

Кажуть, що банахiв простiр (E, ‖·‖E) має властивiсть Радона–Нiкодима,
якщо кожна непорожня обмежена множина з E є гострою.

У роботi [124] (див. також [90]) доведено, що коли банахiв простiр (E, ‖·‖E)
не має властивостi Радона–Нiкодима, то iснує еквiвалентна норма ||| · ||| на
E така, що нова одинична куля B (||| · |||) = {x ∈ E : |||x||| ≤ 1} не є гострою.
Куля B (||| · |||) не мiстить гострих, а отже, строго виставлених точок.

Нагадаємо, що банахiв простiр (E, ‖·‖E) називають слабко компактно поро-
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дженим простором (WCG-простором), якщо iснує слабко компактна множина
K ⊆ E, лiнiйна оболонка якої щiльна в E. Найбiльш простим прикладом бана-
хових WCG-просторiв є рефлексивнi простори. Кожен сепарабельний банахiв
простiр є слабко компактно породженим (навiть компактно породженим).

Вiдмiтимо, що усi спряженi WCG-простори (зокрема, усi рефлексивнi бана-
ховi простори) мають властивiсть Радона–Нiкодима. А, наприклад, простори
c0, C ([0, 1]) i L1 (0, 1) не мають властивостi Радона–Нiкодима.

Важливу роль у мiркуваннях цього пункту грає наступна теорема С. Л.
Троянського про еквiвалентне перенормування банахових слабко компактно
породжених просторiв [90].

Теорема 4.5. Кожен банахiв WCG-простiр має еквiвалентну локально
рiвномiрно опуклу норму.

Тепер сформулюємо основний результат.

Теорема 4.6. Нехай (E, ‖·‖E) — банахiв WCG-простiр, що не має вла-
стивостi Радона–Нiкодима. Тодi iснують такi лiнiйно гомеоморфна одини-
чнiй кулi B1 (E) множина X ⊆ E i опуклий функцiонал f : E → R, який
задовольняє умову Лiпшиця на X, що для довiльного x∗ ∈ E∗ функцiонал
f+ x∗ не досягає супремуму на множинi X.

Доведення. Оскiльки простiр (E, ‖·‖E) не має властивостi Радона–Нiкодима,
то, за згаданим результатом Девiса i Фелпса [124], на E можна задати еквiва-
лентну норму ||| · ||| таку, що куля {x ∈ E : |||x||| ≤ 1} не є гострою. Покладемо
X = {x ∈ E : |||x||| ≤ 1}.

За теоремою С. Л.Троянського (див. теорему 4.5) на E можна задати еквi-
валентну локально рiвномiрну норму ‖·‖∗. Покладемо f (x) = ‖x‖2∗, x ∈ E.
Ясно, що ∀x∗ ∈ E∗ функцiонал f+ x∗ є лiпшицевим на обмежених множинах
та має обмеженi лебеговi множини {f+ x∗ ≤ c}.

Елементарнi, але дещо громiздкi, викладки показують, що функцiонал f+
x∗ локально рiвномiрно опуклий.

Дiйсно, достатньо лише довести локально рiвномiрну опуклiсть функцiо-
нала f, тобто показати, що для довiльних ε > 0 i x ∈ E iснує δ = δ (x, ε) > 0
таке, що виконується нерiвнiсть

1

2
f (y) +

1

2
f (x) − δ ≥ f

(
y+ x

2

)
∀y ∈ E : ‖x− y‖∗ ≥ ε . (4.24)

Норма ‖·‖∗ локально рiвномiрно опукла, тобто для довiльних ε ′ > 0 i x ∈
E\{0} iснує δ ′ = δ ′ (x, ε ′) > 0 таке, що виконується нерiвнiсть

1− δ ′ ≥ 1
2

∥∥∥∥y+
x

‖x‖∗

∥∥∥∥
∗
∀y ∈ E : ‖y‖∗ = 1 ,

∥∥∥∥ x

‖x‖∗
− y

∥∥∥∥
∗
≥ ε ′ .
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Нехай x = 0. Тодi ∀y ∈ E: ‖y‖∗ ≥ ε

f

(
y+ x

2

)
=

∥∥∥∥y+ x

2

∥∥∥∥2
∗
=
∥∥∥y
2

∥∥∥2
∗
≤ ‖y‖

2
∗

2
−
ε2

4
=
1

2
f (y) −

ε2

4
.

Отже, покладемо в (4.24) δ = δ(0, ε) = ε2/4.

Нехай x ∈ E\{0}. Оберемо ε > 0 i довiльний елемент y ∈ E такий, що
‖x− y‖∗ ≥ ε. Можливi варiанти:

‖y‖∗ ≥ ‖x‖∗ або ‖y‖∗ < ‖x‖∗ .

Розглянемо спочатку перший, тобто припустимо, що ‖y‖∗ ≥ ‖x‖∗. Має
мiсце нерiвнiсть

ε ≤ ‖x− y‖∗ ≤
∥∥∥∥x− ‖x‖∗‖y‖∗

y

∥∥∥∥
∗
+

∥∥∥∥‖x‖∗‖y‖∗
y− y

∥∥∥∥
∗
=

=

∥∥∥∥x− ‖x‖∗‖y‖∗
y

∥∥∥∥
∗
+ |‖x‖∗ − ‖y‖∗| =

∥∥∥∥x− ‖x‖∗‖y‖∗
y

∥∥∥∥
∗
+ ‖y‖∗ − ‖x‖∗ .

Звiдси випливає, що

ε

2
≤
∥∥∥∥x− ‖x‖∗‖y‖∗

y

∥∥∥∥
∗

або
ε

2
≤ ‖y‖∗ − ‖x‖∗ .

Припустимо, що
ε

2
≤
∥∥∥∥x− ‖x‖∗‖y‖∗

y

∥∥∥∥
∗
.

Оцiнимо зверху f
(
y+x
2

)
. Маємо

f

(
y+ x

2

)
=

∥∥∥∥y+ x

2

∥∥∥∥2
∗
=

∥∥∥∥12
(
1−
‖x‖∗
‖y‖∗

)
y+

1

2

(
x+
‖x‖∗
‖y‖∗

y

)∥∥∥∥2
∗
≤

≤
(
‖y‖∗ − ‖x‖∗

2
+
1

2

∥∥∥∥x+ ‖x‖∗‖y‖∗
y

∥∥∥∥
∗

)2
=

=

(
‖y‖∗ − ‖x‖∗

2

)2
+
‖y‖∗ − ‖x‖∗

2

∥∥∥∥x+ ‖x‖∗‖y‖∗
y

∥∥∥∥
∗
+
1

4

∥∥∥∥x+ ‖x‖∗‖y‖∗
y

∥∥∥∥2
∗
≤

≤
(
‖y‖∗ − ‖x‖∗

2

)2
+ (‖y‖∗ − ‖x‖∗) ‖x‖∗ +

1

4

∥∥∥∥x+ ‖x‖∗‖y‖∗
y

∥∥∥∥2
∗
≤

≤
(
‖y‖∗ − ‖x‖∗

2

)2
+ (‖y‖∗ − ‖x‖∗) ‖x‖∗ +

1

4

∥∥∥∥x+ ‖x‖∗‖y‖∗
y

∥∥∥∥2
∗
≤
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≤ 1
2
(‖y‖∗ − ‖x‖∗)

2 + (‖y‖∗ − ‖x‖∗) ‖x‖∗ +
1

4

∥∥∥∥x+ ‖x‖∗‖y‖∗
y

∥∥∥∥2
∗
=

=
‖y‖2∗ − ‖x‖

2
∗

2
+
1

4

∥∥∥∥x+ ‖x‖∗‖y‖∗
y

∥∥∥∥2
∗
. (4.25)

Таким чином, урахувавши (4.25), маємо

1

2
f (y)+

1

2
f (x)−f

(
y+ x

2

)
=
‖y‖2∗ + ‖x‖

2
∗

2
−

∥∥∥∥y+ x

2

∥∥∥∥2
∗
≥ ‖x‖2∗−

1

4

∥∥∥∥x+ ‖x‖∗‖y‖∗
y

∥∥∥∥2
∗
.

Розглянемо
∥∥∥x+ ‖x‖∗

‖y‖∗
y
∥∥∥
∗
. Вiзьмемо ε ′ > 0 так, щоб ‖x‖∗ε ′ ≤ ε/2. Маємо

1

2

∥∥∥∥x+ ‖x‖∗‖y‖∗
y

∥∥∥∥
∗
=
‖x‖∗
2

∥∥∥∥ x

‖x‖∗
+

y

‖y‖∗

∥∥∥∥
∗
≤ ‖x‖∗ (1− δ

′ (x, ε ′)) ,

оcкiльки ∥∥∥∥ x

‖x‖∗
−

y

‖y‖∗

∥∥∥∥
∗
=

1

‖x‖∗

∥∥∥∥x− ‖x‖∗‖y‖∗
y

∥∥∥∥
∗
≥ ε

2‖x‖∗
≥ ε ′ .

Звiдси отримаємо

1

4

∥∥∥∥x+ ‖x‖∗‖y‖∗
y

∥∥∥∥2
∗
≤ ‖x‖2∗ (1− δ

′ (x, ε ′))
2
= ‖x‖2∗ − 2‖x‖

2
∗δ
′ (x, ε ′)+

+ ‖x‖2∗ (δ
′ (x, ε ′))

2 ≤ ‖x‖2∗ − ‖x‖
2
∗ (δ

′ (x, ε ′))
2
.

Отже,

1

2
f (y) +

1

2
f (x) − f

(
y+ x

2

)
≥

≥ ‖x‖2∗ −
1

4

∥∥∥∥x+ ‖x‖∗‖y‖∗
y

∥∥∥∥2
∗
≥ ‖x‖2∗ (δ

′ (x, ε ′))
2
. (4.26)

Якщо ε/2 ≤ ‖y‖∗ − ‖x‖∗, то

1

2
f (y) +

1

2
f (x) − f

(
y+ x

2

)
=
‖y‖2∗ + ‖x‖

2
∗

2
−
‖y+ x‖2∗

4
≥

≥ ‖y‖
2
∗ + ‖x‖

2
∗

2
−

(‖y‖∗ + ‖x‖∗)
2

4
=

(‖y‖∗ − ‖x‖∗)
2

4
≥ ε2

16
. (4.27)
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Припустимо тепер, що ‖y‖∗ < ‖x‖∗. Має мiсце нерiвнiсть

ε ≤ ‖x− y‖∗ ≤
∥∥∥∥x− ‖y‖∗‖x‖∗

x

∥∥∥∥
∗
+

∥∥∥∥‖y‖∗‖x‖∗
x− y

∥∥∥∥
∗
=

= |‖x‖∗ − ‖y‖∗|+
∥∥∥∥‖y‖∗‖x‖∗

x− y

∥∥∥∥
∗
= ‖x‖∗ − ‖y‖∗ +

∥∥∥∥‖y‖∗‖x‖∗
x− y

∥∥∥∥
∗
.

Покладемо ε ′ = min
{
ε
2
, ε
2‖x‖∗

,
‖x‖∗
2

}
.

Якщо ε ′ > ‖x‖∗ − ‖y‖∗, то∥∥∥∥‖y‖∗‖x‖∗
x− y

∥∥∥∥
∗
≥ ε− (‖x‖∗ − ‖y‖∗) > ε− ε

′ ≥ ε
2
≥ ‖x‖∗ε

′ > ‖y‖∗ε
′ .

Розглянемо
∥∥∥y+

‖y‖∗
‖x‖∗
x
∥∥∥
∗
. Вiзьмемо ε ′ > 0 так, щоб ‖x‖∗ε ′ ≤ ε/2. Маємо

1

2

∥∥∥∥y+
‖y‖∗
‖x‖∗

x

∥∥∥∥
∗
=
‖y‖∗
2

∥∥∥∥ y

‖y‖∗
+

x

‖x‖∗

∥∥∥∥
∗
≤ ‖y‖∗ (1− δ

′ (x, ε ′)) ,

оcкiльки∥∥∥∥ y

‖y‖∗
−

x

‖x‖∗

∥∥∥∥
∗
=

1

‖y‖∗

∥∥∥∥y−
‖y‖∗
‖x‖∗

x

∥∥∥∥
∗
≥ ε

2‖y‖∗
>

ε

2‖x‖∗
≥ ε ′ .

Звiдси отримаємо

1

4

∥∥∥∥y+
‖y‖∗
‖x‖∗

x

∥∥∥∥2
∗
≤ ‖y‖2∗ (1− δ

′ (x, ε ′))
2 ≤ ‖y‖2∗ − ‖y‖

2
∗ (δ

′ (x, ε ′))
2
.

Знову оцiнимо зверху f
(
y+x
2

)
. Маємо

f

(
y+ x

2

)
=

∥∥∥∥y+ x

2

∥∥∥∥2
∗
=

∥∥∥∥12
(
1−
‖y‖∗
‖x‖∗

)
x+

1

2

(
y+
‖y‖∗
‖x‖∗

x

)∥∥∥∥2
∗
≤

≤
(
‖x‖∗ − ‖y‖∗

2
+
1

2

∥∥∥∥y+
‖y‖∗
‖x‖∗

x

∥∥∥∥
∗

)2
=

=

(
‖x‖∗ − ‖y‖∗

2

)2
+
‖x‖∗ − ‖y‖∗

2

∥∥∥∥y+
‖y‖∗
‖x‖∗

x

∥∥∥∥
∗
+
1

4

∥∥∥∥y+
‖y‖∗
‖x‖∗

x

∥∥∥∥2
∗
≤

≤
(
‖x‖∗ − ‖y‖∗

2

)2
+ (‖x‖∗ − ‖y‖∗) ‖y‖∗ +

1

4

∥∥∥∥y+
‖y‖∗
‖x‖∗

x

∥∥∥∥2
∗
≤
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≤ 1
2
(‖x‖∗ − ‖y‖∗)

2 + (‖x‖∗ − ‖y‖∗) ‖y‖∗ +
1

4

∥∥∥∥y+
‖y‖∗
‖x‖∗

x

∥∥∥∥2
∗
=

=
‖x‖2∗ − ‖y‖

2
∗

2
+
1

4

∥∥∥∥y+
‖y‖∗
‖x‖∗

x

∥∥∥∥2
∗
.

Звiдси:

1

2
f (y) +

1

2
f (x) − f

(
y+ x

2

)
=
‖y‖2∗ + ‖x‖

2
∗

2
−

∥∥∥∥y+ x

2

∥∥∥∥2
∗
≥

≥ ‖y‖2∗ −
1

4

∥∥∥∥y+
‖y‖∗
‖x‖∗

x

∥∥∥∥2
∗
≥ ‖y‖2∗ (δ

′ (x, ε ′))
2 ≥ ‖x‖

2
∗

4
(δ ′ (x, ε ′))

2
. (4.28)

Якщо ε ′ ≤ ‖x‖∗ − ‖y‖∗, то, аналогiчно (4.27), маємо

1

2
f (y) +

1

2
f (x) − f

(
y+ x

2

)
=
‖y‖2∗ + ‖x‖

2
∗

2
−
‖y+ x‖2∗

4
≥

≥ ‖y‖
2
∗ + ‖x‖

2
∗

2
−

(‖y‖∗ + ‖x‖∗)
2

4
=

(‖y‖∗ − ‖x‖∗)
2

4
≥ ε

′2

4
. (4.29)

Проаналiзувавши процес отримання нерiвностей (4.26)–(4.29), приходимо
до висновку, що для виконання (4.24) достатньо покласти

δ = δ (x, ε) = min

{
‖x‖2∗
4

(δ ′ (x, ε ′))
2
,
ε ′2

4

}
,

де ε ′ = min
{
ε
2
, ε
2‖x‖∗

,
‖x‖∗
2

}
.

Якщо припустити iснування функцiоналу x∗ ∈ E∗ такого, що задача

f+ x∗ → sup
X

має розв’язок x ′ ∈ X, то, за лемою 4.5, точка x ′ є строго виставленою точкою
множини X. Але, за побудовою, множина X не мiстить строго виставлених
точок. Прийшли до протирiччя.

4.3 Опукла максимiзацiя i властивiсть α Шахермайєра

Як було вiдмiчено вище, компактнiсть множини X у топологiї σ (E, E∗) ма-
ла важливе значення у мiркуваннях доведення теорем 4.1, 4.2. Нижче при
деяких геометричних припущеннях ми доведемо «некомпактний» аналог зга-
даної теореми.

При дослiдженнi щiльностi множини лiнiйних операторiв, що досягають
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норми, В. Шахермайєр ввiв до розгляду клас банахових просторiв iз геоме-
трiєю, близькою до геометрiї простору `1 iз стандартною нормою [116].

Означення 4.3. Банахiв простiр (E, ‖·‖E) має властивiсть α, якщо iснує
число λ ∈ [0, 1) i сiм’я {(eα, e

∗
α)}α∈A ⊆ E× E∗ такi, що:

1) ‖eα‖E = ‖e∗α‖E∗ = 〈e∗α, eα〉E∗,E = 1 ∀α ∈ A;

2)
∣∣〈e∗α, eβ〉E∗,E∣∣ ≤ λ при α 6= β;

3) B1 (E) = conv {±eα}α∈A.

Будова одиничної кулi простору, що має властивiсть α подiбна до будови
одиничної кулi простору `1 (для `1: A = N, λ = 0, {en} — стандартний базис
Шаудера простору `1, {e∗n} ⊆ `∞ — вiдповiднi бiортогональнi функцiонали).

Дослiдимо задачу максимiзацiї опуклого функцiоналу на замкненiй кулi
простору (E, ‖·‖E) iз властивiстю α.

Нехай функцiонал f опуклий i обмежений зверху на B1 (E). Розглянемо
задачу

f→ sup
B1(E)

. (4.30)

Звичайно, (4.30) має розв’язки далеко не завжди. Але геометрична власти-
вiсть α забезпечує нам можливiсть як завгодно малими лiнiйними збуреннями
x∗ ∈ E∗ отримати з (4.30) розв’язну задачу

f+ x∗ → sup
B1(E)

.

Теорема 4.7. Нехай банахiв простiр (E, ‖·‖E) має властивiсть α, f : E→
R — опуклий функцiонал, обмежений зверху на одиничнiй кулi B1 (E). Тодi
для довiльного ε > 0 iснує x∗ ∈ E∗ такий, що ‖x∗‖E∗ < ε i функцiонал f+ x∗

досягає супремуму на B1 (E).

Доведення. Нехай ε > 0. Оскiльки supx∈B1(E) f (x) = supx∈{±eα}α∈A f (x), то мо-
жемо обрати α ∈ A так, що

f (eα) > sup
x∈B1(E)

f (x) − ε
1− λ

2
,

або
f (−eα) > sup

x∈B1(E)
f (x) − ε

1− λ

2
.

Розглянемо випадок, коли обрано eα (для −eα усi мiркування аналогiчнi).
Визначаємо функцiонал x∗ ∈ E∗ так: x∗ = ε

2
e∗α. Ясно, що ‖x∗‖E∗ < ε. По-

кажемо, що функцiонал f + x∗ досягає свого максимуму на B1 (E) у точцi
eα.
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Маємо

f (eα) + 〈x∗, eα〉E∗,E > sup
x∈B1(E)

f (x) − ε
1− λ

2
+
ε

2
= sup
x∈B1(E)

f (x) +
ελ

2
.

Далi

f (−eα) + 〈x∗,−eα〉E∗,E ≤ sup
x∈B1(E)

f (x) −
ε

2
<

< sup
x∈B1(E)

f (x) +
ελ

2
< f (eα) + 〈x∗, eα〉E∗,E

та для β 6= α

f (±eβ) + 〈x∗,±eβ〉E∗,E ≤ sup
x∈B1(E)

f (x) +
ε

2
〈e∗α,±eβ〉E∗,E ≤

≤ sup
x∈B1(E)

f (x) +
ελ

2
< f (eα) + 〈x∗, eα〉E∗,E .

Отже, отримали

f (eα) + 〈x∗, eα〉E∗,E = sup
β∈A

{
f (eβ) + 〈x∗, eβ〉E∗,E

}
= sup
x∈B1(E)

{f (x) + 〈x∗, x〉E∗,E} ,

що i треба було довести.

Має мiсце такий результат про еквiвалентне перенормування банахових
слабко компактно породжених просторiв [116].

Теорема 4.8. Нехай (E, ‖·‖E) — банахiв WCG-простiр. Тодi для кожного
ε > 0 на E iснує норма ||| · ||| така, що B1 (E) ⊆ B (||| · |||) ⊆ B3+ε (E) i простiр
(E, ||| · |||) має властивiсть α.

Iз теорем 4.7 i 4.8 безпосередньо випливає наступний факт.

Теорема 4.9. На банаховому WCG-просторi (E, ‖·‖E) можна задати та-
ку еквiвалентну норму ||| · |||, що для довiльних обмеженого зверху опукло-
го функцiоналу f, заданого на новiй одиничнiй кулi B (||| · |||), i ε > 0 iснує
x∗ ∈ E∗ такий, що ‖x∗‖E∗ < ε i функцiонал f + x∗ досягає супремуму на
B (||| · |||).

Зауваження 4.3. У статтi [116] В. Шахермайєр довiв, крiм згаданого
(теорема 4.8), ще ряд цiкавих тверджень про еквiвалентне перенормування
просторiв:

1) якщо банахiв простiр (E, ‖·‖E) суперрефлексивний1, то ∀ ε > 0 на E
1Банахiв простiр називають суперрефлексивним, якщо вiн має еквiвалентну рiвномiрно опуклу норму.
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iснує норма ||| · ||| така, що B (||| · |||) ⊆ B1 (E) ⊆ (1+ ε)B (||| · |||) i простiр
(E, ||| · |||) має властивiсть α;

2) ∀ ε > 0 на c0 iснує норма ||| · ||| така, що B1 (c0) ⊆ B (||| · |||) ⊆ B1+ε (c0) i
простiр (c0, ||| · |||) має властивiсть α;

3) ∀ ε > 0 на `∞ iснує норма ||| · ||| така, що B1 (`∞) ⊆ B (||| · |||) ⊆ B2+ε (`∞)
i простiр (`∞, ||| · |||) має властивiсть α.

Нехай (E, ‖·‖E), (F, ‖·‖F) — банаховi простори; A ∈ L (E, F) — лiнiйний не-
перервний оператор, що дiє з E в F; f : F→ R — неперервна на F напiвнорма.
Розглянемо наступну екстремальну задачу

f (Ax)→ sup
x∈B1(E)

. (4.31)

Зауваження 4.4. Якщо в (4.31) f (·) = ‖·‖F, то отримаємо задачу обчи-
слення норми ‖·‖L(E,F) оператора A ∈ L (E, F) (див. [114–118]).

Застосуємо до задачi (4.31) теорему 4.7.

Теорема 4.10. Нехай банахiв простiр (E, ‖·‖E) рефлексивний або має вла-
стивiсть α. Тодi для довiльного ε > 0 iснує оператор B ∈ L (E, F) такий,
що ‖B‖L(E,F) < ε, dimR (B) = 1, задача

f (Ax+ Bx)→ sup
x∈B1(E)

має розв’язки.

Доведення. Нехай supx∈B1(E) p (x) = supx∈B1(E) f (Ax) = M > 0 i ε > 0. Якщо
банахiв простiр (E, ‖·‖E) рефлексивний, то за теоремою 4 роботи [104], iнакше
за теоремою 4.7, iснує функцiонал x∗ ∈ E∗ такий, що

‖x∗‖E∗ < min

{
M

4
,

3Mε

4 ‖A‖L(E,F)

}
та p+ x∗ досягає супремуму на B1 (E) у точцi x0 ∈B1 (E).

Оскiльки ∀x ∈ B1 (E): p (x) + 〈x∗, x〉E∗,E ≤ p (x0) + 〈x∗, x0〉E∗,E, то симетри-
чнiсть p i B1 (E) забезпечує виконання ∀x ∈ B1 (E) нерiвностей

p (−x) − 〈x∗,−x〉E∗,E = p (x) + 〈x
∗, x〉E∗,E ≤

≤ p (x0) + 〈x∗, x0〉E∗,E = p (−x0) − 〈x
∗,−x0〉E∗,E ,

тобто, p − x∗ досягає супремуму на B1 (E) у точцi −x0 ∈ B1 (E). Отже, фун-
кцiонал p+αx∗ (α ∈ {−1, 1}) досягає супремуму на B1 (E) у точцi x̄ ∈ {−x0, x0}.
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Вiзьмемо число α ∈ {−1, 1}:

sup
x∈B1(E)

{f (Ax) + α 〈x∗, x〉E∗,E} = sup
x∈B1(E)

{f (Ax) + |〈x∗, x〉E∗,E|} .

Отже,

f (Ax̄) + α 〈x∗, x̄〉E∗,E = sup
x∈B1(E)

{f (Ax) + α 〈x∗, x〉E∗,E} =

= sup
x∈B1(E)

{f (Ax) + |〈x∗, x〉E∗,E|} .

Має мiсце нерiвнiсть

sup
x∈B1(E)

{f (Ax) + α 〈x∗, x〉E∗,E} = sup
x∈B1(E)

{f (Ax) + |〈x∗, x〉E∗,E|} ≥

≥ sup
x∈B1(E)

f (Ax) =M > 0.

Звiдси

f (Ax̄) = f (Ax̄) + α 〈x∗, x̄〉E∗,E − α 〈x
∗, x̄〉E∗,E =

= sup
x∈B1(E)

{f (Ax) + |〈x∗, x〉E∗,E|}− α 〈x
∗, x̄〉E∗,E ≥

≥M− ‖x∗‖E∗ > 3
4
M > 0.

Оцiнимо вiдношення |〈x∗, x̄〉E∗,E| /f (Ax̄). Маємо

0 ≤ |〈x∗, x̄〉E∗,E|
f (Ax̄)

≤ M/4

3M/4
=
1

3
.

Розглянемо наступний оператор

E
B−→ F : E � x→ Bx = α 〈x∗, x〉E∗,E

Ax̄

f (Ax̄)
∈ F.

Зрозумiло, що B ∈ L (E, F), dimR (B) = 1 та ‖B‖L(E,F) < ε. Для x ∈ B1 (E)
маємо

f (Ax+ Bx) ≤ f (Ax) + f (Bx) = f (Ax) + |〈x∗, x〉E∗,E| ≤
≤ sup

x∈B1(E)
{f (Ax) + |〈x∗, x〉E∗,E|} = f (Ax̄) + α 〈x

∗, x̄〉E∗,E . (4.32)

З iншого боку, маємо

f (Ax̄+ Bx̄) = f

(
Ax̄+ α 〈x∗, x̄〉E∗,E

Ax̄

f (Ax̄)

)
=
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= f (Ax̄)

∣∣∣∣1+ α 〈x∗, x̄〉E∗,E 1

f (Ax̄)

∣∣∣∣ = f (Ax̄)(1+ α 〈x∗, x̄〉E∗,E 1

f (Ax̄)

)
=

= f (Ax̄) + α 〈x∗, x̄〉E∗,E . (4.33)

Об’єднавши (4.32) i (4.33), отримаємо

f (Ax̄+ Bx̄) = sup
x∈B1(E)

f (Ax+ Bx) ,

що i доводить теорему 4.10.

4.4 Задачi максимiзацiї i умова Лiнденштраусса

Нехай (E, ‖·‖E) — банахiв простiр. У роботi [114] введено таке поняття.

Означення 4.4. Сiм’ю {eα}α∈A ⊆ S1 (E) називають рiвномiрно строго ви-
ставленою, якщо iснує сiм’я функцiоналiв {e∗α}α∈A ⊆ S1 (E∗) така, що:

1) 〈e∗α, eα〉E∗,E = 1 ∀α ∈ A;

2) ∀ε > 0 ∃δ > 0: ∀α ∈ A ∀x ∈ B1 (E) 〈e∗α, x〉E∗,E > 1− δ ⇒ ‖x− eα‖E < ε.
Зауважимо, що кожна точка eα — строго виставлена точка кулi B1 (E).

«Рiвномiрно» в означеннi 4.4 означає те, що δ залежить лише вiд ε. Якщо
банахiв простiр (E, ‖·‖E) має властивiсть α Шахермайєра i {(eα, e∗α)}α∈A ⊆
E× E∗ — вiдповiдна сiм’я з означення 4.3, то можна показати, що {eα}α∈A —
рiвномiрно строго виставлена сiм’я, причому δ = 1

2
ε (1− λ) [116]. Також у

рiвномiрно опуклому банаховому просторi множина S1 (E) рiвномiрно строго
виставлена.

Означення 4.5. Банахiв простiр (E, ‖·‖E) задовольняє умову Лiнден-
штраусса, якщо iснує рiвномiрно строго виставлена сiм’я {eα}α∈A ⊆ S1 (E)

така, що B1 (E) = conv {±eα}α∈A.

Нехай (E, ‖·‖E), (F, ‖·‖F) — банаховi простори; f : B1 (E) → F — неперервне
i обмежене вiдображення. Розглянемо екстремальну задачу:

‖f (x)‖F → sup
x∈B1(E)

. (4.34)

Припустимо, що банахiв простiр (E, ‖·‖E) задовольняє умову Лiнденштра-
усса.

Означення 4.6. Кажемо, що неперервне та обмежене вiдображення f :

B1 (E) → F має властивiсть Т, якщо iснує ε > 0 таке, що для кожного A ∈
L (E, F) з нормою ‖A‖L(E,F) < ε: supB1(E) ‖f+A‖F = sup{±eα}α∈A ‖f+A‖F .
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Доведемо для вiдображень iз властивiстю Т iснування як завгодно малих
лiнiйних неперервних та ядерних збурень задачi (4.34), якi забезпечують iсну-
вання розв’язкiв.

Теорема 4.11. Нехай банахiв простiр E задовольняє умову Лiнденштра-
усса, f : B1 (E) → F — неперервне i обмежене вiдображення, що має вла-
стивiсть Т. Тодi для довiльного ε > 0 iснує ядерний оператор N ∈ L (E, F)
такий, що ‖N‖L(E,F) < ε i задача

‖f (x) +Nx‖F → sup
x∈B1(E)

має розв’язки.

Доведення. Оскiльки простiр (E, ‖·‖E) задовольняє умову Лiнденштраусса, то
iснує рiвномiрно строго виставлена сiм’я {eα}α∈A ⊆ S1 (E) така, що B1 (E) =
conv {±eα}α∈A ({e∗α}α∈A ⊆ S1 (E∗) — вiдповiдна сiм’я функцiоналiв).

Нехай supB1(E) ‖f‖F = 1. Вiзьмемо число ε ∈
(
0, 1
3

)
i таку спадну послiдов-

нiсть (εn) додатних чисел, що виконуються нерiвностi

2

∞∑
n=1

εn < ε, 2

∞∑
n=k+1

εn < ε
2
k, εk <

1
10k
, k ∈ N. (4.35)

Нехай f1 = f. Оберемо eα1 так, що ‖f1 (eα1)‖F ≥ supB1(E) ‖f1‖F − ε
2
1.

Беремо функцiонал e∗α1 i будуємо вiдображення f2

f2 (x) = f1 (x) + ε1
〈
e∗α1, x

〉
E∗,E

f1
(
eα1
)
.

Тепер вiзьмемо елемент eα2 так, що ‖f2 (eα2)‖F ≥ supB1(E) ‖f2‖F − ε
2
2, фун-

кцiонал e∗α2, i будуємо вiдображення f3:

f3 (x) = f2 (x) + ε2
〈
e∗α2, x

〉
E∗,E

f2
(
eα2
)
.

Виконавши аналогiчнi побудови, отримаємо послiдовностi (fn), (eαn) такi,
що

‖fn (eαn)‖F ≥ sup
B1(E)

‖fn‖F − ε
2
n, (4.36)

fn+1 (x) = fn (x) + εn
〈
e∗αn, x

〉
E∗,E

fn
(
eαn
)
. (4.37)

Методом математичної iндукцiї легко показати, що supB1(E) ‖fn‖F ≤
4
3
для

n ≥ 2, тому маємо

sup
B1(E)

‖fn − fk‖F ≤ 2
n−1∑
i=k

εi < ε
2
k−1, n > k. (4.38)
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Iз (4.36) i (4.37) для n ≥ 1 отримаємо

sup
B1(E)

‖fn+1‖F ≥ ‖fn+1 (eαn)‖F =

=
∥∥fn (eαn) + εn 〈e∗αn, eαn〉E∗,E fn (eαn)∥∥F =

= ‖fn (eαn)‖F (1+ εn) ≥

(
sup
B1(E)

‖fn‖F − ε
2
n

)
(1+ εn) ≥

≥ sup
B1(E)

‖fn‖F + εn sup
B1(E)

‖fn‖F − 2ε
2
n.

Iз отриманої нерiвностi випливає, що для n ≥ 1 виконується

sup
B1(E)

‖fn+1‖F ≥ sup
B1(E)

‖fn‖F .

Далi, якщо n > k маємо

‖fk+1 (eαn)‖F ≥ ‖fn (eαn)‖F − sup
B1(E)

‖fn − fk+1‖F ≥

≥ sup
B1(E)

‖fn‖F − ε
2
n − 2

n−1∑
i=k+1

εi > sup
B1(E)

‖fn‖F − ε
2
n − ε

2
k+1 >

> sup
B1(E)

‖fk+1‖F − 2ε
2
k.

Отже, для n > k виконується спiввiдношення

sup
B1(E)

‖fk‖F + εk
∣∣〈e∗αk, eαn〉E∗,E∣∣ sup

B1(E)

‖fk‖F ≥

≥
∥∥fk (eαn) + εk 〈e∗αk, eαn〉E∗,E fk (eαn)∥∥F = ‖fk+1 (eαn)‖F >

> sup
B1(E)

‖fk+1‖F − 2ε
2
k ≥ sup

B1(E)

‖fk‖F + εk sup
B1(E)

‖fk‖F − 4ε
2
k.

Скоротивши, отримаємо нерiвнiсть∣∣〈e∗αk, eαn〉E∗,E∣∣ > 1− 4εk > 1− 1

k+ 1
, n > k. (4.39)

Послiдовнiсть вiдображень (fn) є рiвномiрно фундаментальною на кулi
B1 (E). Нехай f̄ = limn→∞ fn. Тодi з (4.38) i (4.35) для ядерного оператора

Nx = f̄ (x) − f (x) =

∞∑
k=1

εkfk (eαk)
〈
e∗αk, x

〉
E∗,E

(x ∈ E)

маємо ‖N‖L(E,F) < ε.
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Покажемо, що з (4.39) випливає iснування у послiдовностi (eαn) силь-
но збiжної пiдпослiдовностi. Розглянемо числовi послiдовностi yn =(
y
(n)
1 , ..., y

(n)
k , ...

)
(n ∈ N): y(n)k =

〈
e∗αk, eαn

〉
E∗,E
∀k ∈ N. Оскiльки {eα}α∈A ⊆

S1 (E) i {e∗α}α∈A ⊆ S1 (E
∗), то для всiх n ∈ N маємо yn ∈ B1 (`∞). Одини-

чна куля B1 (`∞) компактна в топологiї σ (`∞, `1), а топологiя, що iндукована
топологiєю σ (`∞, `1) на B1 (`∞), є метризованою [123]. Отже, можна з (yn)

видiлити збiжну в топологiї σ (`∞, `1) пiдпослiдовнiсть, яку теж позначати-
мемо через (yn). Зокрема, ∀k ∈ N числова послiдовнiсть y(n)k =

〈
e∗αk, eαn

〉
E∗,E

збiгається при n→∞ до числа ȳk ∈ R. Перейшовши в нерiвностi

1 ≥
∣∣∣y(n)k ∣∣∣ = ∣∣〈e∗αk, eαn〉E∗,E∣∣ > 1− 1

k+ 1
, n > k,

до границi при n → ∞, отримаємо 1 ≥ |ȳk| ≥1 − 1
k+1 . З останньої нерiвностi

випливає, що |ȳk|→ 1 при k→∞. Перейшовши, якщо треба, до пiдпослiдов-
ностi, можна досягти збiжностi (ȳk) до одного з двох чисел – 1 або −1, яке
позначимо y.

Покажемо, що отримана пiдпослiдовнiсть (eαk) сильно збiжна у просторi
E. Використаємо означення рiвномiрно строгої виставленостi сiм’ї {eαk}. Вi-
зьмемо довiльне ε > 0 i зафiксуємо. Для обраного ε > 0 iснує δ > 0 таке,
що

∀k ∈ N ∀x ∈ B1 (E)
〈
e∗αk, x

〉
E∗,E

> 1− δ ⇒ ‖x− eαk‖E < ε.
Оскiльки ȳk → y, то iснує k0 ∈ N таке, що для k ≥ k0 виконується нерiвнiсть

|ȳk − y| <
δ

2
.

Вiзьмемо два довiльних числа k ′ ≥ k0 i k ′′ ≥ k0. Використовуючи збiжностi

y
(n)
k ′ =

〈
e∗αk ′ , eαn

〉
E∗,E
→ ȳk ′ i y

(n)
k ′′ =

〈
e∗αk ′′ , eαn

〉
E∗,E
→ ȳk ′′ при n→∞,

можемо записати∣∣∣〈e∗αk ′ , eαn〉E∗,E − y∣∣∣ ≤ ∣∣∣〈e∗αk ′ , eαn〉E∗,E − ȳk ′∣∣∣+ |ȳk − y| < δ,∣∣∣〈e∗αk ′′ , eαn〉E∗,E − y∣∣∣ ≤ ∣∣∣〈e∗αk ′′ , eαn〉E∗,E − ȳk ′′∣∣∣+ |ȳk − y| < δ.

Звiдки отримуємо
〈
e∗αk ′ ,

eαn
y

〉
E∗,E

> 1 − δ i
〈
e∗αk ′′ ,

eαn
y

〉
E∗,E

> 1 − δ. Iз цих

нерiвностей випливає, що
∥∥∥eαny − eαk ′

∥∥∥
E
< ε i

∥∥∥eαny − eαk ′′

∥∥∥
E
< ε. Отже,

∥∥eαk ′ − eαk ′′∥∥E ≤ ∥∥∥∥eαk ′ − eαny
∥∥∥∥
E

+

∥∥∥∥eαny − eαk ′′

∥∥∥∥
E

< 2ε,
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тобто, послiдовнiсть (eαk) фундаментальна у банаховому просторi (E, ‖·‖E).
Нехай x̄ = limi→∞ eαn ∈ B1 (E). Iз нерiвностi (4.36) випливає, що

sup
B1(E)

‖f+N‖F = lim
n→∞ sup

B1(E)

‖fn‖F = lim
n→∞ ‖fn (eαn)‖F = ‖f (x̄) +Nx̄‖F .

Тодi, задача
‖f (x) +Nx‖F → sup

x∈B1(E)

має розв’язок x̄ ∈ B1 (E).

Нехай (X, ρ) — повний метричний простiр, (E, ‖·‖E) — банахiв простiр. Роз-
глянемо банахiв простiр BC (X, E) обмежених неперервних вiдображень X в
E з рiвномiрною нормою ‖f‖BC(X,E) = supx∈X ‖f (x)‖E.

Зафiксуємо в BC (X, E) деякий лiнiйний пiдпростiр B — клас «допустимих»
моделей. Будемо вивчати екстремальнi задачi

‖f (x)‖E → sup
x∈X
, (4.40)

де f ∈ B ⊆ BC (X, E).
Мета — перенести на задачi (4.40) технiку попереднiх пунктiв та отрима-

ти результат про iснування малих збурень, що лежать у пiдпросторi B та
забезпечують iснування розв’язкiв.

Означення 4.7. Множину N ⊆ X називаємо нормуючою для лiнiйного
пiдпростору B ⊆ BC (X, E), якщо для кожного f ∈ B:

‖f‖BC(X,E) = sup
x∈N
‖f (x)‖E .

Нехай E, F — банаховi простори. Будемо розглядати L (E, F) як пiдпростiр
простору BC (B1 (E) , F). Тодi, якщо E має властивiсть α (або задовольняє
умову Лiнденштраусса), множина {eα}α∈A iз вiдповiдного означення є норму-
ючою для L (E, F), що не спiвпадає з S1 (E).

Означення 4.8. Кажемо, що функцiя g ∈ BC (X,R) строго виставляє
точку x ∈ X, якщо |g (x)| = 1, x — точка строгого максимуму функцiї |g| на
просторi X.

Наприклад, функцiя g (y) = max {1− 2ρ (x, y) , 0} строго виставляє точку
x ∈ X, причому, supp g =

{
y ∈ X : ρ (x, y) ≤ 1

2

}
.

Вiдмiтимо, що коли g ∈ BC (X,R) строго виставляє точку x ∈ X, то для
кожного ε > 0 iснує n ∈ N таке, що з нерiвностi |g (y)|n > 1 − ε випливає
ρ (x, y) < ε.
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Означення 4.9. Лiнiйний пiдпростiр B ⊆ BC (X, E) називаємо правиль-
ним, якщо для B iснують такi нормуюча множинаN ⊆ X та множина дiйсних
функцiй

G = {gx строго виставляє x : x ∈ N} ,

що {
n∑
k=1

gnkxk ek : gxk ∈ G, nk ∈ N, ek ∈ E, n ∈ N

}
⊆ B.

Теорема 4.12. Нехай B — правильний замкнений лiнiйний пiдпростiр
простору BC (X, E). Тодi для довiльних f ∈ B i ε > 0 iснує вiдображення
g ∈ B таке, що ‖g‖BC(X,E) ≤ ε i задача

‖f (x) + g (x)‖E → sup
x∈X

має розв’язки.

Доведення. Нехай f ∈ B ⊆ BC (X, E) i ‖f‖BC(X,E) = 1. Вiзьмемо число
ε ∈

(
0, 1
3

)
i таку спадну послiдовнiсть (εn) додатних чисел, що виконуються

нерiвностi

2

∞∑
n=1

εn < ε, 2

∞∑
n=k+1

εn < ε
2
k, εk <

1
10k
, k ∈ N. (4.41)

Нехай f1 = f. Оберемо x1 ∈ N так, що ‖f1 (x1)‖E ≥ supX ‖f1‖E − ε21. Бе-
ремо функцiю g1 = gx1 ∈ G, яка строго виставляє точку x1 ∈ N, i будуємо
вiдображення f2

f2 (x) = f1 (x) + ε1g
m1
1 (x) f1 (x1) ,

деm1 ∈ N обрано так, що з нерiвностi |g (x)|m1 > 1− 1
2
випливає ρ (x, x1) < 1

2
.

Тепер вiзьмемо x2 ∈ N так, що ‖f2 (x2)‖E ≥ supX ‖f2‖E − ε22, i функцiю
g2 = gx2 ∈ G, яка строго виставляє точку x2, i будуємо вiдображення f3

f3 (x) = f2 (x) + ε2g
m2
2 (x) f2 (x2) ,

деm2 ∈ N обрано так, що з нерiвностi |g (x)|m2 > 1− 1
3
випливає ρ (x, x2) < 1

3
.

Виконавши аналогiчнi побудови, отримаємо послiдовностi (fn), (xn) такi,
що

‖fn (xn)‖E ≥ sup
X

‖fn‖E − ε
2
n, (4.42)

fn+1 (x) = fn (x) + εng
mn
n (x) fn (xn) , (4.43)

де mn ∈ N обрано так, що з нерiвностi |g (x)|mn > 1− 1
n+1 випливає

ρ (x, xn) <
1
n+1 .
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Методом математичної iндукцiї легко показати, що ‖fn‖BC(X,E) ≤ 4
3
для

n ≥ 2. Тому маємо

‖fn − fk‖BC(X,E) ≤ 2
n−1∑
i=k

εi < ε
2
k−1, n > k. (4.44)

Iз (4.42) i (4.43) для n ≥ 1 отримаємо

sup
X

‖fn+1‖E ≥ ‖fn+1 (xn)‖E = ‖fn (xn) + εng
mn
n (xn) fn (xn)‖E =

= ‖fn (xn)‖E (1+ εn) ≥
(

sup
X

‖fn‖E − ε
2
n

)
(1+ εn) ≥

≥ sup
X

‖fn‖E + εn sup
X

‖fn‖E − 2ε
2
n.

З отриманої нерiвностi випливає, що для n ≥ 1 виконується

sup
X

‖fn+1‖E ≥ sup
X

‖fn‖E .

Далi, якщо n > k, маємо

‖fk+1 (xn)‖E ≥ ‖fn (xn)‖E − ‖fn − fk+1‖BC(X,E) ≥

≥ sup
X

‖fn‖E − ε
2
n − 2

n−1∑
i=k+1

εi >

> sup
X

‖fn‖E − ε
2
n − ε

2
k+1 > sup

X

‖fk+1‖E − 2ε
2
k.

Отже, для n > k виконується спiввiдношення

sup
X

‖fk‖E + εk |g
mk
k (xn)| sup

X

‖fk‖E ≥

≥ ‖fk (xn) + εkgmkk (xn) fk (xk)‖E = ‖fk+1 (xn)‖E >
> sup

X

‖fk+1‖E − 2ε
2
k ≥ sup

X

‖fk‖E + εk sup
X

‖fk‖E − 4ε
2
k.

Скоротивши, отримаємо нерiвнiсть

|gmkk (xn)| > 1− 4εk > 1−
1

k+ 1
. (4.45)

За побудовою (fn) є фундаментальною послiдовнiстю елементiв замкненого
пiдпростору B ⊆ BC (X, E). Нехай f̄ = limn→∞ fn ∈B ⊆ BC (X, E). Тодi з
(4.44) i (4.41) для g = f̄− f =

∑∞
k=1 εkfk (xk)g

mk
k ∈ B маємо ‖g‖BC(X,E) ≤ ε. Iз

(4.45) робимо висновок, що послiдовнiсть (xn) є фундаментальною. Дiйсно,



114 4 Дослiдження задач опуклої максимiзацiї

для довiльного δ > 0 при n > k > 1
δ
− 1 маємо ρ (xn, xk) < δ. Отже, iснує

границя x̄ = limn→∞ xn ∈ X. Iз (4.42) випливає, що

sup
X

‖f+ g‖E = sup
X

∥∥f̄∥∥
E
= lim
n→∞ ‖fn‖BC(X,E) =
= lim
n→∞ ‖fn (xn)‖E =

∥∥f̄ (x̄)∥∥
E
= ‖f (x̄) + g (x̄)‖E .

Отже, задача
‖f (x) + g (x)‖E → sup

x∈X

має розв’язок x̄ ∈ X.

4.5 Мiнiмiзацiя на передопуклих множинах: iснування
розв’язкiв

Ряд важливих задач теорiї керування та дослiдження операцiй породжу-
ють екстремальнi задачi з так званими передопуклими обмеженнями [125].

Означення 4.10. Нехай E — лiнiйний простiр. Множину M ⊆ E назвемо
передопуклою, якщо iснують опуклi множини F0, F1, . . . , Fm такi, що

M = F0\ ∪mk=1 Fk.

Наприклад, множина M =
{
x ∈ E : fk (x) ≤ 0, k = 0,m

}
є передопуклою,

якщо виконано умови: f0 — опуклий в E функцiонал; fk, k = 1,m — угнутi в E
функцiонали. Тут F0 = {x ∈ E : f0 (x) ≤ 0}, Fk = {x ∈ E : fk (x) > 0}, k = 1,m.

Множина M = {x ∈ E : g (x) = 0}, де g — опуклий функцiонал, також є
передопуклою, причому F0 = {x ∈ E : g (x) ≤ 0}, F1 = {x ∈ E : g (x) < 0}.

Клас передопуклих множин, що представляються у виглядi теоретико-
множинної рiзницi двох опуклих множин, було введено у роботi [126]. Ми
зберiгаємо стару назву для бiльш широкого класу неопуклих множин.

Нехай f — дiйсний функцiонал, заданий на просторi E. Розглянемо екстре-
мальну задачу

f (x)→ inf
x∈X
, (4.46)

де множина X ⊆ E має наступну структуру:

X = F0\ ∪mk=1 Fk,

де Fk (k = 0,m) — опуклi пiдмножини простору E, тобто, X ⊆ E — передопу-
кла множина.

Метою є встановлення достатнiх умов iснування оптимальних розв’язкiв
задачi (4.46).
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Нехай (E, ‖·‖E) — банахiв простiр. Має мiсце

Теорема 4.13. Нехай виконано умови:

1) функцiонал f : E→ R — σ (E, E∗)-напiвнеперервний знизу;

2) множина F0 ⊆ E — непорожня опукла i σ (E, E∗)-компактна;

3) множини Fk ⊆ E (k = 1,m) опуклi та σ (E, E∗)-вiдкритi.

Тодi задача
f (x)→ inf

x∈X
, X = F0\ ∪mk=1 Fk,

має розв’язок. Причому множина розв’язкiв є σ (E, E∗)-компактною.

Доведення. Доведення. Нехай (xn) – мiнiмiзуюча послiдовнiсть, тобто

xn ∈ X, f (xn)→ inf
x∈X
f (x) ≥ −∞.

Iз компактностi множини F0 у топологiї σ (E, E∗) випливає iснування у (xn)

такої пiдпослiдовностi
(
xnp
)
, що збiгається у топологiї σ (E, E∗) до елемента

x̄, який належить F0. Множини Fk ⊆ E (k = 1,m) слабко вiдкритi та xnp /∈ Fk
для всiх p ∈ N, k = 1,m. Тому маємо x̄ /∈ Fk (k = 1,m). Отже, x̄ ∈ X. Iз
σ (E, E∗)-напiвнеперервностi знизу функцiоналу f : E → R випливає −∞ <

f (x̄) ≤ lim infp→∞ f (xnp) = inf
x∈X
f (x). Тобто, x̄ ∈ X – розв’язок задачi (4.46).

Нехай тепер x ′n ∈ X∗ = {x ′ ∈ X : f (x ′) = infx∈X f (x)}. Iз послiдовностi (x ′n)
можна видiлити пiдпослiдовнiсть

(
x ′np

)
таку, що x ′np → x ′ ∈ X у топологiї

σ (E, E∗). Слабка напiвнеперервнiсть знизу f : E → R забезпечує виконання
нерiвностi f (x ′) ≤ lim infp→∞ f(x ′np) = infx∈X f (x), тобто x ′ ∈ X∗.

Зауваження 4.5. Нехай

X = S1 (`2) =
{
x ∈ `2 : ‖x‖`2 = 1

}
= B1 (`2) \O1 (`2) .

Розглянемо задачу (x = (ξn) ∈ `2)

f (x) =

∞∑
n=1

(
1+

1

n

)
ξ2n → inf

x∈X
.

Опукла множина O1 (`2) не є слабко вiдкритою i задача не має оптимального
розв’язку у просторi `2.

Використовуючи простi мiркування двоїстостi, встановимо критерiй слаб-
кої вiдкритостi вiдкритої опуклої пiдмножини лiнiйного нормованого просто-
ру.
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Теорема 4.14. Вiдкрита опукла пiдмножина C лiнiйного нормованого
простору E слабко вiдкрита тодi i тiльки тодi, коли лiнiйна оболонка її
поляри C0 ⊆ E∗ скiнченновимiрна.
Доведення. Припустимо, що вiдкрита опукла множина C ⊆ E слабко вiдкри-
та. Не зменшуючи загальностi, можемо вважати, що 0 ∈ C. Дiйсно, покажемо,
що для довiльного x ∈ C має мiсце рiвнiсть lin

(
C0
)
= lin

(
(C− x)0

)
, де через

lin (A) позначено лiнiйну оболонку множини A ⊆ E. Нехай x∗ ∈ C0. Тодi,

∀y ∈ C : 〈x∗, y〉E∗,E = 〈x
∗, y− x〉E∗,E + 〈x

∗, x〉E∗,E ≤ 1.

Якщо 〈x∗, x〉E∗,E ≥ 0, то ∀y ∈ C: 〈x∗, y− x〉E∗,E ≤ 1, тобто, x∗ ∈ (C− x)0.
Якщо 〈x∗, x〉E∗,E < 0, то

∀y ∈ C :

〈
x∗

1− 〈x∗, x〉E∗,E
, y− x

〉
E∗,E

≤ 1,

тобто,
x∗

1− 〈x∗, x〉E∗,E
∈ (C− x)0 .

Отже, x∗ ∈ lin
(
(C− x)0

)
. Звiдси

C0 ⊆ lin
(
(C− x)0

)
та lin

(
C0
)
⊆ lin

(
(C− x)0

)
.

Аналогiчно отримуємо

lin
(
C0
)
⊇ lin

(
(C− x)0

)
.

Оскiльки C є слабким околом нуля, то за означенням iснують функцiонали
x∗1, . . . , x

∗
n з E∗ такi, що

C ⊇ {x ∈ E : 〈x∗1, x〉E∗,E ≤ 1, ..., 〈x
∗
n, x〉E∗,E ≤ 1} .

Звiдси, маємо

C0 ⊆ {x ∈ E : 〈x∗1, x〉E∗,E ≤ 1, ..., 〈x
∗
n, x〉E∗,E ≤ 1}

0 =

=

{
n∑
k=1

αkx
∗
k ∈ E∗ :

n∑
k=1

αk ≤ 1, α1 ≥ 0, ..., αn ≥ 0

}
.

Отже, lin
(
C0
)
⊆ lin ({x∗1, ..., x

∗
n}).

Припустимо тепер, що лiнiйна оболонка множини C0 ⊆ E∗ скiнченновимiр-
на.

Оскiльки для довiльного x ∈ C множина C − x ⊆ E поглинаюча, то мно-
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жина (C− x)0 обмежена. Поляра (C− x)0 лежить у скiнченновимiрному пiд-
просторi E∗, тому iснують функцiонали x∗1, . . . , x

∗
n з E∗ такi, що

(C− x)0 ⊆ conv ({x∗1, ..., x
∗
n}) .

Маємо

(conv ({x∗1, ..., x
∗
n}))

0 = {x ∈ E : 〈x∗1, x〉E∗,E ≤ 1, ..., 〈x
∗
n, x〉E∗,E ≤ 1} ⊆ (C− x)00 .

Бiполяра (C− x)00 є замиканням опуклої вiдкритої множини C − x, що мi-
стить нуль. Тому

{x ∈ E : 〈x∗1, x〉E∗,E < 1, ..., 〈x
∗
n, x〉E∗,E < 1} ⊆ C− x.

Ми показали, для довiльного x ∈ C множина C − x є слабким околом нуля.
Отже, множина C ⊆ E слабко вiдкрита.

Iз теорем 4.13 i 4.14 безпосередньо випливає такий результат.

Теорема 4.15. Нехай (E, ‖·‖E) — рефлексивний банахiв простiр i викона-
но умови:

1) функцiонал f : E→ R — σ (E, E∗)-напiвнеперервний знизу;

2) непорожня множина F0 ⊆ E — опукла, замкнена i обмежена або опукла
замкнена i функцiонал f коерцитивний на F0, тобто

f (x)→ +∞ при x ∈ F0, ‖x‖E → +∞;

3) множини Fk ⊆ E — вiдкритi опуклi та dim lin
(
F0k
)
< +∞ (k = 1,m).

Тодi задача
f (x)→ inf

x∈X
, X = F0\ ∪mk=1 Fk,

має розв’язок. Причому множина розв’язкiв є σ (E, E∗)-компактною.

4.6 Опуклi функцiонали, що досягають максимуму на
кожнiй обмеженiй, замкненiй та опуклiй множинi

Поставимо задачу: охарактеризувати клас заданих у рефлексивному бана-
ховому просторi E напiвнеперервних знизу опуклих функцiоналiв, що досяга-
ють свого супремуму на довiльнiй обмеженiй замкненiй й опуклiй пiдмножинi
простору E. Такi приклади, як

x 7→ ‖x‖E ; x 7→ 〈x∗, x〉E∗,E , x∗ ∈ E∗,
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указують, що, можливо, властивiсть секвенцiйної неперервностi у топологiї
σ (E, E∗) i є характеристичною. У наступних двох твердженнях ми даємо на
поставлене питання вичерпну вiдповiдь.

Вiдмiтимо, що наступна теорема та її доведення є результатом осмислення
прикладiв обмежених замкнених та опуклих пiдмножин гiльбертового про-
стору, що не мають елементiв з максимальною нормою. Такою множиною є,
наприклад, замкнена опукла оболонка системи векторiв n

n+1en (n ∈ N), де
{en} — стандартний ортонормований базис простору `2.

Нехай E, F — два лiнiйних простори, що приведенi у двоїстiсть бiлiнiйним
функцiоналом E×F � (x, y) 7→ 〈x, y〉 ∈ R, σ = σ (E, F) — найслабша локально
опукла топологiя на E, узгоджена з двоїстiстю мiж E i F, а τ = τ (E, F) — топо-
логiя Маккi на E. Будемо розглядати двоїстi пари (E, F), що задовольняють
умову

(S): τ-замикання кожної опуклої обмеженої пiдмножини E
cпiвпадає з її секвненцiйним τ-замиканням.

Має мiсце

Теорема 4.16. Нехай двоїста пара (E, F) задовольняє умову (S), секвен-
цiйно τ-напiвнеперервний знизу опуклий функцiонал f не є секвенцiйно σ-
неперервним. Тодi iснує обмежена, замкнена та опукла множина2 X ⊆ E,
на якiй функцiонал f не досягає свого супремуму.

Доведення. Нехай x∗ ∈ E — точка, у якiй функцiонал f не є секвенцiйно
неперервним у топологiї σ, тобто, iснують число ε > 0 i послiдовнiсть xn ∈ E
такi, що xn → x∗ у топологiї σ; ∀ n ∈ N: |f (xn) − f (x∗)| ≥ ε. Можна вважати,
що f (x∗) = 0.

Вiдмiтимо iснування n∗ ∈ N такого, що ∀ n ≥ n∗: f (xn) ≥ ε. Дiй-
сно, iнакше iснує пiдпослiдовнiсть (xnk) така, що f (xnk) < −ε i, вiдповiдно,
lim infn→∞ f (xn) ≤ −ε. А це суперечить секвенцiйнiй τ-напiвнеперервностi
знизу функцiоналу f.

Для n ≥ n∗ iснує така точка

yn ∈ [xn, x
∗] = {αxn + (1− α) x∗ : 0 ≤ α ≤ 1} ,

що f (yn) = αnε, де (αn) — послiдовнiсть дiйсних чисел з iнтервала (0, 1), що
монотонно збiгається до 1. Зрозумiло, що yn → x∗ у топологiї σ. Позначимо
через X замикання в топологiї τ множини conv {yn : n ≥ n∗}. Ясно що X — τ-
замкнена опукла та обмежена множина. Iз опуклостi та τ-напiвнеперервностi
f випливає, що X ⊆ {x ∈ X : f (x) ≤ ε}.

2Клас обмежених замкнених та опуклих множин однаковий для всiх локально опуклих топологiй,
узгоджених з двоїстiстю.
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Покажемо вiд супротивного, що f не досягає супремуму на X. Нехай iснує
x̄ ∈ X: f (x̄) = supx∈X f (x). Зокрема, ∀ n ≥ n∗: f (x̄) ≥ f (yn) = αnε. Звiдки

f (x̄) ≥ sup
n≥n∗

αnε = ε. (4.47)

Розглянемо таку послiдовнiсть (zp), що zp ∈ conv {yn : n ≥ n∗}, zp → x̄ у
топологiї τ. Iз τ-напiвнеперервностi f та (4.47) маємо f (x̄) ≤ lim infp→∞ f (zp)
та ε ≤ lim infp→∞ f (zp).

Якщо ми доведемо, що zp → x∗ у топологiї σ, то отримаємо x̄ = x∗ i
абсурдну нерiвнiсть f (x∗) = 0 < ε ≤ f (x̄) = 0.

Для довiльного p ∈ N вектор zp має вигляд

zp =

∞∑
n=n∗

λp,nyn,

де λp,n ∈ [0, 1],
∑∞

n=n∗ λp,n = 1 i λp,n = 0 при фiксованому p, починаючи з
деякого n.

Доведемо, що ∀n ≥ n∗: λp,n → 0 при p → ∞. Iз опуклостi функцiоналу f
∀m ≥ n∗ випливає нерiвнiсть

f (zp) = f

( ∞∑
n=n∗

λp,nyn

)
≤

∞∑
n=n∗

λp,nf (yn) =

∞∑
n=n∗

λp,nαnε ≤ λp,mαmε+

+

∞∑
n=n∗,n 6=m

λp,nε =

( ∞∑
n=n∗

λp,n + (αm − 1) λp,m

)
ε = (1+ (αm − 1) λp,m) ε.

Перейдемо до нижньої границi по p, фiксуючи m ≥ n∗

lim inf
p→∞ f (zp) ≤ lim inf

p→∞ (1+ (αm − 1) λp,m) ε =

(
1+ (αm − 1) lim

p→∞ λp,m
)
ε.

Звiдки lim supp→∞ λp,m ≤ 0 та, урахувавши невiд’ємнiсть λp,m, отримуємо

lim
p→∞ λp,m = 0. (4.48)

Вiзьмемо l ∈ F i позначимо C = supx∈X |〈x, l〉|. Отже, |〈x∗, l〉| ≤ C, |〈yn, l〉| ≤
C ∀n ≥ n∗. Iз σ-збiжностi послiдовностi (yn) до x∗ випливає, що ∀ε ′ > 0

∃n ′ ≥ n∗: |〈yn − x∗, l〉| < ε ′

2
∀n ≥ n ′. Маємо ∀p ∈ N:∣∣∣∣∣

∞∑
n=n ′

λp,n 〈yn − x∗, l〉

∣∣∣∣∣ ≤
∞∑
n=n ′

λp,n |〈yn − x∗, l〉| <

( ∞∑
n=n ′

λp,n

)
ε ′

2
≤ ε

′

2
.

Урахувавши (4.48), робимо висновок, що ∃p ′ ∈ N: 0 ≤ λp,n < ε ′

4Cn ′
∀p ≥ p ′,
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n∗ ≤ n < n ′. Отже, ∀p ≥ p ′:

|〈zp − x∗, l〉| =

∣∣∣∣∣
∞∑

n=n∗

λp,n 〈yn − x∗, l〉

∣∣∣∣∣ ≤
≤

n ′−1∑
n=n∗

λp,n |〈yn − x∗, l〉|+
∞∑
n=n ′

λp,n |〈yn − x∗, l〉| <
n ′−1∑
n=n∗

ε ′

4Cn ′
2C+

ε ′

2
< ε ′.

Тим самим ми довели, що zp → x∗ у топологiї σ.

Cформулюємо основний результат.

Теорема 4.17. Нехай (E, ‖·‖E) — рефлексивний банахiв простiр, f : E →
R — напiвнеперервний знизу опуклий функцiонал. Тодi наступнi умови рiв-
носильнi:

1) функцiонал f досягає супремуму на довiльнiй обмеженiй замкненiй опу-
клiй множинi X ⊆ E;

2) функцiонал f секвенцiйно неперервний у топологiї σ (E, E∗).

Доведення. Iмплiкацiя 1)⇒ 2) випливає з теореми 4.16, а зворотне твердже-
ння — класичний результат, що випливає з теорем Вейєрштрасса, Мазура та
рефлексивностi простору E.

У свiтлi отриманих тверджень природно виникає проблема знаходження
конструктивних необхiдних та достатнiх умов слабкої секвенцiйної неперерв-
ностi опуклих функцiоналiв.

Має мiсце проста достатня умова слабкої секвенцiйної неперервностi.

Теорема 4.18. Нехай E — банахiв простiр, f : E→ R ∪ {+∞} — власний
напiвнеперервний знизу опуклий функцiонал. Якщо для довiльної обмеже-
ної множини X ⊆ dom (f) множина ∂f (X) = ∪x∈X∂f (x) вiдносно компактна
у сильнiй топологiї простору E∗, то функцiонал f

∣∣
dom(f) секвенцiйно непе-

рервний у топологiї σ (E, E∗).

Доведення. Мiркуємо вiд супротивного. Нехай x0 ∈ dom (f) — точка, у якiй
функцiонал f не є секвенцiйно неперервним у топологiї σ (E, E∗), тобто, iсну-
ють таке число ε > 0 i послiдовнiсть xn ∈ dom (f), що

xn → x0 у топологiї σ (E, E∗) ; ∀n ∈ N : |f (xn) − f (x0)| ≥ ε. (4.49)

Iз означення субдиференцiалу ∂f (·) випливає, що

〈y0, xn − x0〉E∗,E ≤ f (xn) − f (x0) ≤ 〈yn, xn − x0〉E∗,E ,
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де y0 ∈ ∂f (x0), yn ∈ ∂f (xn).
Множина X = {xn : n ∈ {0} ∪ N} ⊆ dom (f) обмежена, тобто, за умовою

iснує така пiдпослiдовнiсть (ynk) i точка y ∈ E∗, що ‖ynk − y‖E∗ −−−→
k→∞ 0.

Отже,

〈y0, xnk − x0〉E∗,E ≤ f (xnk) − f (x0) ≤
≤ 〈ynk − y, xnk − x0〉E∗,E + 〈y, xnk − x0〉E∗,E ≤

≤ 2K ‖ynk − y‖E∗ + 〈y, xnk − x0〉E∗,E , (4.50)

де K = supn≥0 ‖xn‖E < +∞. Злiва та справа у нерiвностi (4.50) стоять нескiн-
ченно малi, отже, f (xnk) → f (x0) при k → ∞, що суперечить нерiвностi з
(4.49).

Зауваження 4.6. Наведена теорема 4.18 є частковим узагальненням те-
ореми 8.2 з [127] на недиференцiйовний випадок.

Нагадаємо, що спряжений до f : E→ R функцiонал визначається так

f∗ (x∗) = sup
x∈E

{〈x∗, x〉E∗,E − f (x)} .

Вiдмiтимо, що для довiльного f функцiонал f∗ є опуклим напiвнеперервним
знизу функцiоналом, що приймає значення в розширенiй прямiй R [53].

Iз теореми 4.14 випливає критерiй слабкої неперервностi неперервного опу-
клого функцiоналу.

Теорема 4.19. Неперервний опуклий функцiонал f : E → R є неперерв-
ним у топологiї σ (E, E∗) тодi i тiльки тодi, коли лiнiйна оболонка ефектив-
ної областi dom (f∗) ⊆ E∗ скiнченновимiрна.

Доведення. Слабка неперервнiсть опуклого неперервного функцiоналу f рiв-
носильна σ (E⊕ R, E∗ ⊕ R)-вiдкритостi множини

M = {(x, α) ∈ E⊕ R : f (x) < α} .

Множина M ⊆ E ⊕ R опукла i вiдкрита. Отже, за теоремою 4.14 вона
вiдкрита у топологiї σ (E⊕ R, E∗ ⊕ R) тодi i лише тодi, коли лiнiйна оболонка
поляри M0 ⊆ E∗ ⊕ R скiнченновимiрна.

Розглянемо структуру множини M0. За означенням поляри маємо

M0 =

{
(x∗, α∗) ∈ E∗ ⊕ R : sup

(x,α)∈M
{〈x∗, x〉E∗,E + α

∗α} ≤ 1

}
.

Ясно, що (0, 0) ∈M0. Оскiльки ∀x ∈ E iз (x, α) ∈M випливає, що (x, α ′) ∈M
для всiх α ′ ≥ α, то другi координати елементiв множиниM0 не можуть бути
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додатними. Нехай (x∗, 0) ∈M0. Тодi

sup
(x,α)∈M

〈x∗, x〉E∗,E = sup
x∈E
〈x∗, x〉E∗,E ≤ 1,

що можливо лише коли x∗ = 0. Тобто, якщо (x∗, 0) ∈M0, то x∗ = 0.
Розглянемо множину

M0\ {(0, 0)} =

{
(x∗, α∗) ∈ E∗ ⊕ R : sup

(x,α)∈M
{〈x∗, x〉E∗,E + α

∗α} ≤ 1 , α∗ < 0

}
.

Має мiсце ланцюжок рiвностей

M0\ {(0, 0)} =

=

{
(x∗,−α∗) ∈ E∗ ⊕ R : sup

(x,α)∈M
{〈x∗, x〉E∗,E − α

∗α} ≤ 1 , α∗ > 0

}
=

=

{
(x∗,−α∗) ∈ E∗ ⊕ R : sup

x∈E
{〈x∗, x〉E∗,E − α

∗f (x)} ≤ 1 , α∗ > 0
}

=

=

{
(x∗,−α∗) ∈ E∗ ⊕ R : α∗f∗

(
x∗

α∗

)
≤ 1 , α∗ > 0

}
.

Не зменшуючи загальностi, можна вважати, що f∗ (x∗) > 0 для всiх x∗ ∈ E∗.
Дiйсно, ∀A ∈ R маємо (f−A)∗ = f∗+A i dom (f∗) = dom ((f−A)∗). Вiзьмемо
таке число A, що f (0) −A < 0. Тодi для всiх x∗ ∈ E∗

(f−A)∗ (x∗) = sup
x∈E

{〈x∗, x〉E∗,E − f (x) +A} ≥ −f (0) +A > 0.

Ураховуючи додатнiсть f∗, приходимо до рiвностi

M0 =

{(
z∗

β∗
,−

1

β∗

)
: f∗ (z∗) ≤ β∗

}
∪ {(0, 0)} =

=

{(
z∗

β∗
,−

1

β∗

)
: (z∗, β∗) ∈ epi (f∗)

}
∪ {(0, 0)} .

Звiдси випливає, щоM0 лежить у скiнченновимiрному пiдпросторi простору
E∗⊕R тодi i лише тодi, коли надграфiк epi (f∗) лежить у скiнченновимiрному
пiдпросторi простору E∗ ⊕ R. Звичайно, остання умова рiвносильна скiнчен-
новимiрностi лiнiйної оболонки ефективної областi dom (f∗) ⊆ E∗.
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Роздiл 5

Чисельнi методи узагальненої оптимiзацiї
лiнiйних систем

У роздiлi увагу придiлено обґрунтовуванню чисельних методiв оптимiзацiї
лiнiйних розподiлених систем з узагальненим керуванням. Ми припускали,
що оператор, який описує модель, задовольняє апрiорнi оцiнки в негативних
нормах1. Дослiджено гладкiсть функцiоналу якостi задач узагальненої опти-
мiзацiї лiнiйних систем з розподiленими параметрами. Для задач керування
з опуклими та неопуклими допустимими множинами доведено збiжнiсть де-
кiлькох алгоритмiв першого та другого порядкiв iз похибками в iтерацiйних
пiдзадачах. Проведено дослiдження можливої асимптотичної поведiнки мiнi-
мiзуючих послiдовностей допустимих керувань. Отримано новий варiацiйний
принцип, що дозволив довести iснування мiнiмiзуючих послiдовностей, якi
задовольняють секвенцiйний аналог необхiдних умов оптимальностi другого
порядку. Для абстрактної задачi оптимального керування встановлено умови
глобальної оптимальностi.

Основний матерiал роздiлу був ранiше опублiкований у статтях [136–143].

5.1 Постановка задач. Гладкiсть функцiонала якостi

При дослiдженнi задач узагальненого оптимального керування системами
з розподiленими параметрами будемо використовувати пiдхiд робiт [130,139].

Нехай L — лiнiйний диференцiальний оператор з частинними похiдними,
який дiє у просторi L2 (Q) (Q = (0, T) ×Ω ⊆ Rn+1 — регулярна область) з
областю визначення D (L), що складається з гладких в Q̄ функцiй, якi задо-
вольняють граничнi умови (гр). Формально спряжений оператор позначимо

1З використанням теорiї оснащених гiльбертових просторiв та методу апрiорних оцiнок в негатив-
них нормах розглядати задачi iмпульсного керування лiнiйними системами з розподiленими параметрами
запропонував С. I. Ляшко [128]. Це дозволило створити загальну теорiю сингулярного (узагальненого)
оптимального керування лiнiйними системами [129, 130] та розв’язати чимало питань щодо iснування
оптимальних керувань, керованостi [131, 132], побудови необхiдних умов оптимальностi та чисельних ме-
тодiв оптимiзацiї [133–135].
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L +, а його область визначення — D (L +) — множина гладких в Q̄ функцiй,
якi задовольняють спряженi граничнi умови (гр+). Припускаємо, що D (L) i
D (L +) щiльнi в L2 (Q).

Нехай вiдносно L2 (Q) побудовано ланцюжки гiльбертових оснащень [144]

W ⊆ H ⊆ L2 (Q) ⊆ H− ⊆W−, W+ ⊆ H+ ⊆ L2 (Q) ⊆ H−
+ ⊆W−

+ ,

де W, H (W+, H+) — поповнення D (L) (D (L+)) за позитивними нормами
‖·‖W, ‖·‖H (‖·‖W+

, ‖·‖H+
) (як правило, це норми вiдповiдних просторiв С. Л.

Соболєва); W−, H− (W−
+ , H−

+) — вiдповiднi негативнi простори.
Припустимо, що для L i L + справедливi апрiорнi оцiнки в негативних нор-

мах
c1 ‖y‖H ≤ ‖Ly‖W−

+
≤ c2 ‖y‖W ∀y ∈ D (L) ,

c1 ‖p‖H+
≤
∥∥L +p

∥∥
W− ≤ c2 ‖p‖W+

∀p ∈ D
(
L+
)
,

де c1, c2 — додатнi константи, що не залежать вiд функцiй y, p.
Iз правих частин оцiнок випливає, що L, L + можна розширити за непе-

рервнiстю до неперервно дiючих W → W−
+ , W+ → W− операторiв. Для

розширених операторiв збережемо старi позначення. Далi, говорячи про опе-
ратори L i L +, будемо розумiти їх розширення. Оцiнки в негативних нормах
залишаються справедливими при довiльних y ∈ W, p ∈ W+. Для L, L+ ви-
конується тотожнiсть 〈Ly, p〉+ = 〈y,L +p〉 , де 〈 · , · 〉+, 〈 · , · 〉 — канонiчнi
бiлiнiйнi форми, побудованi на просторах W−

+ , W+ i W, W−. За допомогою
оцiнок

c1 ‖y‖H ≤ ‖Ly‖W−
+
∀y ∈W, c1 ‖p‖H+

≤
∥∥L +p

∥∥
W− ∀p ∈W+,

доводиться iснування та єдинiсть розв’язкiв з просторiв W, W+ рiвнянь

Ly = f, f ∈ H−
+, (5.1)

L +p = g, g ∈ H−, (5.2)

причому справедливi оцiнки

‖y‖W ≤ c ‖f‖H−
+
, ‖p‖W+

≤ c ‖g‖H− .

Будемо також розглядати розв’язки з бiльш широких класiв. Узагальнений
розв’язок у наведеному нижче розумiннi спiвпадає з поняттям ультра слаб-
кого розв’язку методу Ж.-Л. Лiонса «транспонування iзоморфiзму» [145].

Узагальненим розв’язком рiвняння (5.1) з f ∈W−
+ називаємо елемент y ∈ H

такий, що [y,L +p] = 〈f, p〉+ ∀p ∈ W+: L+v ∈ H−, де [· , ·] — канонiчна
бiлiнiйна форма, побудована на просторах H, H−.
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Аналогiчно, узагальненим розв’язком спряженого рiвняння (5.2) iз правою
частиною g ∈ W− називаємо елемент p ∈ H+ такий, що [Ly, p]+ = 〈y, g〉
∀y ∈W: Ly ∈ H−

+, де [· , ·]+: H
−
+ ×H+ → R — канонiчна бiлiнiйна форма.

Вiдомо, що для довiльних елементiв f ∈ W−
+ i g ∈ W− iснують єдинi уза-

гальненi розв’язки рiвняння (5.1) i спряженого рiвняння (5.2), причому спра-
ведливi оцiнки

‖y‖H ≤ c ‖f‖W−
+
, ‖p‖H+

≤ c ‖g‖W− .

Зауваження 5.1. Нехай y ∈ H ∩W — узагальнений розв’язок (5.1) iз
правою частиною f ∈W−

+ , тодi y — розв’язок рiвняння Ly = f. Для f ∈ R (L)
узагальнений розв’язок y також задовольняє рiвнянню Ly = f.

Нехай (V, ‖·‖V) — банахiв простiр керувань, F : V → W−
+ – оператор, що

задає вплив на систему. Для керування u ∈ V стан y = y (u) ∈ H системи
визначається як узагальнений розв’язок рiвняння Ly = F (u). Нехай Φ : H×
V → R — заданий функцiонал. Розглянемо задачу оптимального керування

J (u) = Φ (y (u) , u)→ inf
u∈U
, (5.3)

Ly (u) = F (u) , u ∈ U, (5.4)

де U — пiдмножина допустимих керувань iз простору керувань V .
Використовуючи результати про узагальнену розв’язнiсть (5.1), мiркува-

ння компактностi–неперервностi, легко довести, що задача (5.3), (5.4) має
непорожню σ (V,V∗)-компактну множину розв’язкiв при виконаннi умов:

1) функцiонал Φ : H× V → R секвенцiйно напiвнеперервний знизу у слаб-
ких топологiях просторiв H та V ;

2) оператор F : V →W−
+ секвенцiйно слабко неперервний;

3) множина U ⊆ D (F) компактна в топологiї σ (V,V∗).

Зауваження 5.2. Сформульованим умовам задовольняють: функцiонали
вигляду Φ (y, u) = α0 ‖y‖β0H + α1 ‖u‖β1V (α0, α1, β0, β1 > 0); замкненi опу-
клi та обмеженi пiдмножини U рефлексивних банахових просторiв (V, ‖·‖V);
iмпульснi, точковi, рухомi та iншi узагальненi керуючi впливи F (·) [130].

Зауваження 5.3. Якщо J (·) задовольняє умову коерцитивностi: J (uk)→
+∞ при ‖uk‖V → +∞, то σ (V,V∗)-компактна множина оптимальних керу-
вань iснує при необмеженiй σ (V,V∗)-замкненiй множинi U рефлексивного
простору (V, ‖·‖V).

Зауваження 5.4. Ураховуючи нелiнiйнiсть оператора F : V →W−
+ , фун-

кцiонал якостi J (·) може бути неопуклим i при квадратичному або лiнiйному
функцiоналi Φ : H× V → R, а (5.3), (5.4) — багатоекстремальною задачею.
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Придiлимо увагу диференцiальним властивостям функцiонала якостi J (·).

Теорема 5.1. Нехай оператор F : V → W−
+ у точцi u ∈ V має похi-

дну Фреше F ′ (u) ∈ L
(
V,W−

+

)
; функцiонал Φ : H × V → R має у точцi

(y (u) , u) ∈ H × V похiдну Фреше (Φ ′1 (y (u) , u) ∈ H−, Φ ′2 (y (u) , u) ∈ V∗
— вiдповiднi частиннi похiднi Фреше). Тодi функцiонал якостi J : V → R
диференцiйовний за Фреше у точцi u ∈ V i його похiдна обчислюється за
формулою

〈J ′ (u) , h〉V∗,V =
〈
(F ′ (u))

∗
p+Φ ′2 (y (u) , u) , h

〉
V∗,V

∀h ∈ V, (5.5)

де p = p (u) ∈W+ — спряжений стан — розв’язок рiвняння

L +p = Φ ′1 (y (u) , u) .

Доведення. Знайдемо в u ∈ V лiнiйну частину приросту ∆J (u;h) =

J (u+ h) − J (u) функцiонала якостi. Маємо

∆J (u;h) = Φ (y (u+ h) , u+ h) −Φ (y (u) , u) =

= [y (u+ h) − y (u) , Φ ′1 (y (u) , u)] +

+ 〈Φ ′2 (y (u) , u) , h〉V∗,V + o (‖y (u+ h) − y (u)‖H) + o (‖h‖V) .

Введемо спряжений стан p = p (u) ∈W+ як розв’язок рiвняння

L +p = Φ ′1 (y (u) , u) .

Тодi можемо записати

[y (u+ h) − y (u) , Φ ′1 (y (u) , u)] =

=
[
y (u+ h) − y (u) ,L+p

]
= 〈F (u+ h) − F (u) , p〉+ =

= 〈F ′ (u)h, p〉+ + o (‖h‖V) =
〈
(F ′ (u))

∗
p, h

〉
V∗,V

+ o (‖h‖V) .

Оскiльки

‖y (u+ h) − y (u)‖H ≤ c ‖F (u+ h) − F (u)‖W−
+
= O (‖h‖V) ,

то

∆J (u;h) =
〈
(F ′ (u))

∗
p, h

〉
V∗,V

+ 〈Φ ′2 (y (u) , u) , h〉V∗,V + o (‖h‖V) .

Функцiонал J : V → R диференцiйовний за Фреше в точцi u ∈ V i має мiсце
зображення (5.5).

Теорема 5.2. Нехай на обмеженiй опуклiй множинi U ⊆ V оператор
u 7→ F ′ (u) задовольняє умову Гельдера з показником γ ∈ (0, 1]; оператори



127

(y, u) 7→ Φ ′1 (y, u) i (y, u) 7→ Φ ′2 (y, u) задовольняють на обмежених пiд-
множинах простору H × V умову Гельдера з показником γ ∈ (0, 1]. Тодi
похiдна Фреше J ′ (·) задовольняє на множинi U умову Гельдера з показни-
ком γ.

Доведення. Нехай u1, u2 — довiльнi точки з множини U. Розглянемо

‖J ′ (h1) − J ′ (h2)‖V∗ =
=
∥∥(F ′ (u1))∗ p1 +Φ ′2 (y (u1) , u1) − (F ′ (u2))

∗
p2 −Φ

′
2 (y (u2) , u2)

∥∥
V∗
≤

≤ ‖F ′ (u1)‖ ‖p1 − p2‖W+
+ ‖F ′ (u1) − F ′ (u2)‖ ‖p2‖W+

+

+ ‖Φ ′2 (y (u1) , u1) −Φ ′2 (y (u2) , u2)‖V∗ ,

де p1 ∈W+, p2 ∈W+ — розв’язки рiвнянь

L+p1 = Φ
′
1 (y (u1) , u1) , L+p2 = Φ

′
1 (y (u2) , u2) .

Оскiльки оператор u 7→ F ′ (u) задовольняє умову Гельдера на обмеженiй
опуклiй множинi, то вiн i оператор u 7→ F (u) є обмеженими. Робимо висно-
вок, що множина {y (u) ∈ H : u ∈ U} обмежена у просторi H i оператори Φ ′1,
Φ ′2 — гельдеровi на множинi {(y (u) , u) : u ∈ U} ⊆ H× V . Отже, маємо

‖J ′ (h1) − J ′ (h2)‖V∗ ≤ C0 ‖Φ
′
1 (y (u1) , u1) −Φ

′
1 (y (u2) , u2)‖H− +

+ C1 ‖u1 − u2‖γV ‖Φ
′
1 (y (u2) , u2)‖H− +

+ C3 (‖y (u1) − y (u2)‖H + ‖u1 − u2‖V)
γ ≤

≤ C4 ‖u1 − u2‖γV + C5 (‖y (u1) − y (u2)‖H + ‖u1 − u2‖V)
γ
.

Залишилось скористатись нерiвнiстю

‖y (u1) − y (u2)‖H ≤ c ‖F (u1) − F (u2)‖W−
+
≤

≤ c sup
θ∈[0,1]

‖F ′ (u1 + θ (u2 − u1))‖ ‖u1 − u2‖V ≤ C6 ‖u1 − u2‖V .

Для отримання умов оптимальностi другого порядку та побудови методiв
другого порядку слiд вмiти обчислювати другу похiдну функцiонала J (·).

Теорема 5.3. Нехай: оператор F : V → W−
+ у точцi u ∈ V має другу

похiдну Фреше F ′′ (u) ∈ L
(
V,V ;W−

+

)
2; функцiонал Φ : H × V → R має у

точцi (y (u) , u) ∈ H × V другу похiдну Фреше. Тодi функцiонал J : V →
R двiчi диференцiйовний за Фреше у точцi u ∈ V та його друга похiдна

2Нехай E, F, G — лiнiйнi нормованi простори. Через L (E, F;G) позначаємо множину всiх бiлiнiйних
обмежених вiдображень E× F→ G.
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обчислюється за формулою (h1, h2 ∈ V)

J ′′ (u) (h1, h2) = 〈F ′′ (u) (h1, h2) , p〉+ +Φ ′′11 (y (u) , u) (z1, z2)+

+Φ ′′12 (y (u) , u) (z1, h2) +Φ
′′
12 (y (u) , u) (z2, h1) +Φ

′′
22 (y (u) , u) (h1, h2) ,

де Φ ′′11 (y (u) , u) ∈ L (H,H;R), Φ ′′12 (y (u) , u) = Φ ′′21 (y (u) , u) ∈ L (H,V ;R),
Φ ′′22 (y (u) , u) ∈ L (V,V ;R) — вiдповiднi частиннi похiднi Фреше другого по-
рядку; p = p (u) ∈W+ — спряжений стан — розв’язок операторного рiвня-
ння L +p = Φ ′1 (y (u) , u); z1 ∈ H, z2 ∈ H — узагальненi розв’язки оператор-
них рiвнянь Lz1 = F ′ (u)h1, Lz2 = F ′ (u)h2.

Доведення. Розглянемо першу похiдну функцiонала якостi

〈J ′ (u) , h1〉V∗,V = 〈F ′ (u)h1, p (u)〉+ + 〈Φ ′2 (y (u) , u) , h1〉V∗,V ∀h1 ∈ V,

де p (u) ∈W+ — спряжений стан — розв’язок рiвняння L +p =Φ ′1 (y (u) , u).
Використовуючи наслiдок з ланцюгового правила обчислення похiдної ком-
позицiї вiдображень [146], отримуємо (h1, h2 ∈ V)

J ′′ (u) (h1, h2) = 〈F ′′ (u) (h1, h2) , p (u)〉+ + 〈F ′ (u)h1, p ′ (u)h2〉++

+Φ ′′21 (y (u) , u) (y
′ (u)h2, h1) +Φ

′′
22 (y (u) , u) (h1, h2) , (5.6)

де y ′ (u) ∈ L (V,H) — похiдна Фреше оператора u 7→ y (u), p ′ (u) ∈ L
(
V,W−

+

)
— похiдна Фреше оператора u 7→ p (u). Вказанi похiднi обчислюються за
формулами (h ∈ V):

y ′ (u)h = zh ∈ H,
де zh ∈ H — узагальнений розв’язок рiвняння Lzh = F ′ (u)h;

p ′ (u)h = qh ∈W−
+ ,

де qh ∈W−
+ — розв’язок рiвняння L +qh = Φ

′′
11 (y (u) , u) zh+Φ

′′
12 (y (u) , u)h.

Зауважимо, що похiднi Φ ′′11 (y (u) , u) i Φ
′′
12 (y (u) , u) зараз розумiються як

елементи просторiв L (H,H−) i L (V,H−), вiдповiдно.
Позначимо zk = zhk, qk = qhk (k = 1, 2). Має мiсце рiвнiсть

〈F ′ (u)h1, p ′ (u)h2〉+ = 〈F ′ (u)h1, q2〉+ =
[
z1,L+q2

]
=

= [z1, Φ
′′
11 (y (u) , u) z2] + [z1, Φ

′′
12 (y (u) , u)h2] . (5.7)

Пiдставивши рiвнiсть (5.7) в (5.6), канонiчно ототожнивши L (H,H−) iз про-
стором L (H,H;R) i L (V,H−) iз простором L (H,V ;R), згадавши про рiвнiсть
Φ ′′12 =Φ

′′
21, отримаємо шукану формулу.

Iз гельдеровостi похiдних 2-го порядку вiдображень F : V →W−
+ i Φ : H×



129

V → R випливає гельдеровiсть 2-ї похiдної функцiонала якостi (однакового
степеня).

Зауваження 5.5. Нехай g ∈ H, Φ (y, u) = 1
2
‖y− g‖2H + 1

2
‖u‖2V , (V, ‖·‖V)

— простiр Гiльберта. Тодi друга похiдна Фреше функцiонала J (·) має простий
вигляд

J ′′ (u) (h1, h2) = 〈F ′′ (u) (h1, h2) , p〉+ + (z1, z2)H + (h1, h2)V (h1, h2 ∈ V),

де F ′′ (u) ∈ L
(
V,V ;W−

+

)
— друга похiдна Фреше оператора F : V →W−

+ ; p =

p (u) ∈ W+ — спряжений стан — розв’язок рiвняння L +p = D (y (u) − g),
D : H→ H− — канонiчна iзометрiя, що дiє з позитивного в негативний простiр
ланцюжка H ⊆ L2 (Q) ⊆ H−; z1 ∈ H, z2 ∈ H — узагальненi розв’язки рiвнянь
Lz1 = F ′ (u)h1, Lz2 = F ′ (u)h2.

Зауваження 5.6. Розглянемо задачу оптимального керування

J (u) = 1
2
‖y (u) − g‖2H + 1

2
‖u‖2V → inf

u∈U
, Ly (u) = F (u) , u ∈ U,

де вiдображення F : V → W−
+ двiчi диференцiйовне за Фреше на опуклiй

множинi U ⊆ V . Функцiонал J (·) буде опуклим на U при виконаннi умови

‖F ′′ (u) (h, h)‖W−
+
≤ ‖h‖2V
c1c2 ‖F (u)‖W−

+
+ c1 ‖g‖H

∀u ∈ U ∀h ∈ V,

де c1, c2 — додатнi константи з апрiорних оцiнок ‖p‖W+
≤ c1 ‖l‖H−, ‖y‖H ≤

c2 ‖ϕ‖W−
+
для розв’язкiв рiвнянь L +p = l, Ly = ϕ, вiдповiдно.

5.2 Збiжнiсть моделей алгоритмiв узагальненої
оптимiзацiї лiнiйних систем

Перейдемо до дослiдження алгоритмiв наближеного розв’язання описаних
вище задач узагальненого оптимального керування лiнiйними системами з
розподiленими параметрами.

Розглянемо задачу оптимального керування

J (u) = Φ (y (u) , u)→ inf
u∈U
, (5.8)

Ly (u) = F (u) , u ∈ U, (5.9)

де F : V →W−
+ , U — множина допустимих керувань iз гiльбертового простору

керувань V . Припускається, що

множина U — компактна в сильнiй топологiї та опукла.
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У задачах оптимального керування системами з розподiленими параметра-
ми сильна компактнiсть, як правило, вiдсутня, але за рахунок параметризацiї
чи регуляризацiї керування [130] задачу можна апроксимувати так, щоб мала
мiсце сильна компактнiсть.

Далi, якщо не вказано iнше, будемо вважати, що виконанi такi припущення
про гладкiсть даних задачi (5.8), (5.9):

1) на множинi U ⊆ V оператор u 7→ F ′ (u) задовольняє умову Гельдера з
показником γ ∈ (0, 1];

2) оператори (y, u) 7→ Φ ′1 (y, u) i (y, u) 7→ Φ ′2 (y, u) задовольняють на
обмежених пiдмножинах простору H × V умову Гельдера з показником
γ ∈ (0, 1].

Iз теореми 5.2 випливає, що тодi похiдна Фреше J ′ (·) задовольняє на U
умову Гельдера з показником γ.

Структура алгоритмiв, якi вивчаються в пiдроздiлi, наступна: будується
послiдовнiсть керувань un+1 = un + ρn (ūn − un), що задовольняють умову
un ∈ U, а керування ūn є наближеним розв’язком деякої допомiжної екстре-
мальної задачi.

Ефективнi на практицi алгоритми часто мають напiвемпiричний характер.
Деякi з них мiстять не до кiнця формалiзованi етапи, що часто робить не-
можливим доведення їх збiжностi у тому видi, в якому вони сформульованi.
Внаслiдок цього можна стверджувати, що, як правило, математики в данiй
галузi займаються побудовою та дослiдженням моделей iтерацiйних алгори-
тмiв оптимiзацiї — бiльш простих алгоритмiв, що зберiгають основнi риси
методiв практичних розрахункiв (див. [27, 147–153]).

Для доведення збiжностi алгоритмiв будемо використовувати метод, роз-
винутий у роботах київської школи негладкої та стохастичної оптимiзацiї
[149,154,155]. Ця методика у певнiй мiрi є незалежною вiд конкретної структу-
ри алгоритму та складається з перевiрки набору стандартних умов, виконан-
ня яких для певного алгоритму гарантує його збiжнiсть. Цей пiдхiд дозволяє
для цiлого класу алгоритмiв провести значну частину доведення збiжностi
в рамках доведення загальних теорем збiжностi, завдяки чому викладення
результатiв спрощується.

Розглянемо наступну абстрактну задачу:

задано пiдмножину X∗ повного метричного простору (X, ρ);
знайти точку пiдмножини X∗.

У задачах оптимiзацiї для опису множини X∗, як правило, використовують
необхiднi умови оптимальностi.
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Пiд iтерацiйним алгоритмом розв’язання абстрактної задачi розумiємо пев-
не правило побудови послiдовностi точок (xn) метричного простору X. Ал-
горитм вважаємо збiжним, якщо всi граничнi точки послiдовностi (xn) нале-
жать множинi X∗.

Теорема 5.4. Припустимо, що:

1) iснує компакт K ⊆ X: xn ∈ K ∀ n ∈ N;

2) для довiльної збiжної пiдпослiдовностi (xnk) виконано умови:

a) якщо limk→∞ xnk = x ′ ∈ X∗, то ρ (xnk+1, xnk) −−−→
k→∞ 0;

b) якщо limk→∞ xnk = x ′′ /∈ X∗, то ∃ δ0 > 0: ∀ δ ∈ (0, δ0] τk < +∞, де

τk = min
n>nk

{n : ρ (xn, xnk) > δ} ;

3) iснує неперервна на множинi граничних точок послiдовностi (xn) фун-
кцiя W : X→ R така, що для довiльної пiдпослiдовностi з 2 b)

lim sup
k→∞ W (xτk) < lim

k→∞W (xnk) ;

4) множина W∗ = W (X∗) = {W (x) : x ∈ X∗} ⊆ R має скрiзь щiльне до-
повнення.

Тодi послiдовнiсть (W (xn)) має границю та всi граничнi точки послiдовно-
стi (xn) утворюють зв’язну компактну пiдмножину X∗.

Зауваження 5.7. Якщо опустити умови 2 a) i 4, то можна стверджувати
лише, що iснуть граничнi точки послiдовностi (xn), якi належать множинi
X∗. Вiдмiтимо, що у формулюваннi наведеної теореми вiдтворено схему дове-
дення збiжностi алгоритму вiд супротивного, тому деякi умови теореми без
контексту доведення вiд супротивного є психологiчно незручними.

У цьому роздiлi при формулюваннi алгоритмiв будемо вважати, що iз зада-
ною (в окремих випадках довiльною) точнiстю може бути розв’язана задача

〈u∗, u〉V∗,V → inf
u∈U
, u∗ ∈ V∗,

або задача
〈u∗, u〉V∗,V + 1

2
‖u‖2V → inf

u∈U
, u∗ ∈ V∗.

Множини U, що мають такi властивостi, можна назвати множинами простої
структури [153]. Звичайно «простота» залежить i вiд наявних обчислюваль-
них ресурсiв. Якщо U — множина простої структури, то розглянутi нижче
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алгоритми безпосередньо можна застосувати для розв’язання задачi керува-
ння. Iнакше, вони лише моделi деяких чисельних методiв, про поведiнку яких
ми маємо тiльки приблизну якiсну картину.

5.2.1 Варiант методу лiнеаризацiї

Нехай f : X → R i ε > 0. Записом f (x) → ε− infx∈X будемо позначати
задачу пошуку точок x ′ ∈ X таких, що f (x ′) ≤ infx∈X f (x) + ε.

Розглянемо задачу оптимального керування (5.8), (5.9) та наведений нижче
iтерацiйний процес її розв’язання.

Алгоритм 5.1. Метод лiнеаризацiї.

1. Обираємо початкове наближення u0 ∈ U. Покладаємо n = 0.

2. Знаходимо yn ∈ H — узагальнений розв’язок рiвняння: Lyn = F (un).

3. Знаходимо спряжений стан pn ∈W+ — розв’язок рiвняння

L +pn = Φ ′1 (yn, un) .

4. Знаходимо ūn ∈ U — розв’язок екстремальної задачi(
(F ′ (un))

∗
pn +Φ

′
2 (yn, un) , u− un

)
V
→ εn− inf

u∈U
.

5. Покладаємо un+1 = un + ρn (ūn − un), де ρn ∈ (0, 1] — кроковий мно-
жник, n := n+ 1 i переходимо на крок 2.

Теорема 5.5. Нехай

ρn ∈ (0, 1] , ρn → 0,

∞∑
n=0

ρn = +∞, εn ≥ 0, εn → 0.

Якщо функцiонал J приймає на множинi

U∗ = {u∗ ∈ U : (J ′ (u∗) , u− u∗)V ≥ 0 ∀u ∈ U}

не бiльш нiж злiченну кiлькiсть значень, то всi граничнi точки (якi обо-
в’язково iснують) послiдовностi (un) утворюють компактну зв’язну пiд-
множину в U∗, а числова послiдовнiсть (J (un)) має границю.

Зауваження 5.8. Нехай εn ↘ 0, δ ′n ↘ 0 i δ ′′n ↘ 0. Аналогiчне теоремi 5.5
твердження про збiжнiсть справджується для наступної моделi алгоритму.

1. Обираємо початкове наближення u0 ∈ U. Покладаємо n = 0.
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2. Знаходимо ỹn ∈ H: ‖ỹn − yn‖H ≤ δ ′n, де yn ∈ H — узагальнений розв’-
язок рiвняння Lyn = F (un).

3. Знаходимо p̃n ∈W+: ‖p̃n − p ′n‖W+
≤ δ ′′n, де p ′n ∈W+ — розв’язок рiвнян-

ня
L +p ′n = Φ ′1 (ỹn, un) .

4. Знаходимо ūn ∈ U — розв’язок екстремальної задачi(
(F ′ (un))

∗
p̃n +Φ

′
2 (ỹn, un) , u− un

)
V
→ εn− inf

u∈U
.

5. Покладаємо un+1 = un + ρn (ūn − un), де ρn ∈ (0, 1], n := n + 1 i
переходимо на крок 2.

Доведення теореми 5.5. Перевiримо виконання умов теореми про достатнi
умови збiжностi iтерацiйних алгоритмiв оптимiзацiї. ПокладемоW = J. Фун-
кцiонал W неперервний на U, множина W∗ = {W (u) : u ∈ U∗} має скрiзь
щiльне доповнення. Крiм того, функцiонал J диференцiйовний за Фреше, та
похiдна J ′ задовольняє на U умову Гельдера з показником γ ∈ (0, 1]. За по-
будовою всi члени послiдовностi (un) належать компакту U.

Розглянемо пiдпослiдовнiсть (unk) таку, що unk → u∗ ∈ U∗ при k → ∞.
Маємо

‖unk+1 − unk‖V = ρnk ‖ūnk − unk‖V ≤ ρnkdiam (U)→ 0 при k→∞.
Нехай (unk) — пiдпослiдовнiсть, що збiгається до керування u ′ /∈ U∗. По-

кажемо, що iснує δ0 > 0 таке, що для всiх k та δ ∈ (0, δ0]:

τk = min
n>nk

{n : ‖un − unk‖V > δ} < +∞.
Припустимо протилежне. Нехай для всiх δ0 > 0 iснує таке k0 = k0 (δ0) ∈ N,

що
∥∥∥un − unk0∥∥∥V ≤ δ0 для всiх n > nk0. Тодi з нерiвностi трикутника маємо

un ∈ Bδ0(unk0) ⇒ unk ∈ Bδ0(unk0) для k > k0 ⇒⇒ u ′ ∈ Bδ0(unk0) ⇒ un ∈ B2δ0(u ′)

для всiх n > nk0.
Оскiльки u ′ /∈ U∗, то iснують λ > 0 i ū ′ ∈ U такi, що

(J ′ (u ′) , ū ′ − u ′)V ≤ −λ. (5.10)

Розглянемо прирiст

W (un) −W (unk) = J (un) − J (u
′) − J (unk) + J (u

′) =
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= (J ′ (u ′ + θ ′ (un − u
′)) , un − u

′)V −

− (J ′ (u ′ + θ ′′ (unk − u
′)) , unk − u

′)V =

= (J ′ (u ′) , un − u
′)V + (J ′ (u ′ + θ ′ (un − u

′)) − J ′ (u ′) , un − u
′)V −

− (J ′ (u ′) , unk − u
′)V + (J ′ (u ′) − J ′ (u ′ + θ ′′ (unk − u

′)) , unk − u
′)V ≤

≤ (J ′ (u ′) , un − unk)V + 22+γCδ1+γ0 =

=

n−1∑
p=nk

ρp (J
′ (u ′) , ūp − up)V + 22+γCδ1+γ0 , (5.11)

де n > nk, k > k0 та {θ ′, θ ′′} ⊂ [0, 1].
У нерiвностi (5.11) оцiнимо зверху величину (J ′ (u ′) , ūp − up)V . Маємо

(J ′ (u ′) , ūp − up)V =

= (J ′ (u ′) − J ′ (up) , ūp − up)V + (J ′ (up) , ūp − up)V ≤
≤ (J ′ (u ′) − J ′ (up) , ūp − up)V + (J ′ (up) , ū

′ − up)V + εp.

Але

(J ′ (up) , ū
′ − up)V = (J ′ (up) − J

′ (u ′) , ū ′ − up)V +

+ (J ′ (u ′) , ū ′ − u ′)V + (J ′ (u ′) , u ′ − up)V .

Отже,

(J ′ (u ′) , ūp − up)V ≤ (J ′ (up) − J
′ (u ′) , ū ′ − ūp)V +

+ (J ′ (u ′) , ū ′ − u ′)V + (J ′ (u ′) , u ′ − up)V + εp.

Урахувавши (5.10), отримаємо оцiнку

(J ′ (u ′) , ūp − up)V ≤
≤ −λ+ diam (U) ‖J ′ (up) − J ′ (u ′)‖V + 2 ‖J ′ (u ′)‖V δ0 + εp ≤

≤ −λ+ εp + diam (U)C2γδγ0 + 2 ‖J
′ (u ′)‖V δ0.

Обираючи достатньо мале δ0 > 0 та велике k0, отримуємо (p > nk0)

0 < εp + diam (U)C2γδγ0 + 2 ‖J
′ (u ′)‖V δ0 <

λ

2
.

Звiдки (J ′ (u ′) , ūp − up)V ≤ −λ
2
, p > nk0.

Отже, остаточно отримуємо

W (un) −W (unk) ≤ −
λ

2

n−1∑
p=nk

ρp + 2
2+γCδ1+γ0 , n > nk ≥ nk0. (5.12)
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Здiйснивши граничний перехiд в нерiвностi (5.12) при n → ∞ та вра-
хувавши

∑∞
p=nk

ρp = +∞, отримаємо протирiччя з обмеженiстю знизу на
компактнiй множинi U неперервного функцiонала W.

Отже, iснує δ0 > 0 таке, що для всiх k i δ ∈ (0, δ0]: τk =

min
n>nk

{n : ‖un − unk‖V > δ} < +∞.

Але, обираючи достатньо мале δ0 > 0 та велике k0, можна повторити до-
ведення оцiнки (5.12) для nk ≤ n ≤ τk. З iншого боку,

δ0 < ‖uτk − unk‖V ≤
τk−1∑
p=nk

‖up+1 − up‖V ≤ diam (U)

τk−1∑
p=nk

ρp.

Тому
∑τk−1

p=nk
ρp >

δ0
diam(U) . Ураховуючи останню нерiвнiсть в (5.12), отримуємо

W (uτk) < W (unk) −
λδ0

2diam (U)
+ 22+γCδ1+γ0 .

Звiдки
lim
k→∞W (uτk) < lim

k→∞W (unk) .

Умови теореми про збiжнiсть виконуються, а отже, граничнi точки послi-
довностi (un) утворюють компактну зв’язну пiдмножину U∗ i числова послi-
довнiсть (J (un)) має границю.

Зауваження 5.9. Доведемо аналогiчний теоремi 5.5 факт для моделi ал-
горитму iз зауваження 5.8. Покажемо лише, що для пiдпослiдовностi (unk),
що збiгається до керування u ′ /∈ U∗, iснує δ0 > 0 таке, що для всiх k та
δ ∈ (0, δ0]

τk = min
n>nk

{n : ‖un − unk‖V > δ} < +∞.
Мiркуємо вiд супротивного. Нехай для всiх δ0 > 0 iснує k0 = k0 (δ0) таке,

що ‖un − unk0‖V ≤ δ0 для всiх n > nk0. Тодi un ∈ B2δ0 (u ′) для всiх n > nk0.
Оскiльки u ′ /∈ U∗, то iснує число λ > 0 таке, що

min
u∈U

(J ′ (u ′) , u− u ′)V ≤ −2λ < 0.

Розглянемо прирiст J (un+1) − J (un) для m > nk > nk0

J (um) − J (unk) = J (um) − J (u
′) − J (unk) + J (u

′) =

= (J ′ (u ′ + θ ′ (um − u ′)) , um − u ′)V −

− (J ′ (u ′ + θ ′′ (unk − u
′)) , unk − u

′)V =

= (J ′ (u ′) , um − u ′)V + (J ′ (u ′ + θ ′ (um − u ′)) − J ′ (u ′) , um − u ′)V −



136 5 Чисельнi методи узагальненої оптимiзацiї

− (J ′ (u ′) , unk − u
′)V + (J ′ (u ′) − J ′ (u ′ + θ ′′ (unk − u

′)) , unk − u
′)V ≤

≤
m−1∑
n=nk

ρn (J
′ (u ′) , ūn − un)V + C0δ

1+γ
0 ,

де {θ ′, θ ′′} ⊂ [0, 1].
Оцiнимо зверху (J ′ (u ′) , ūn − un)V . Позначимо через ū ′ ∈ U розв’язок за-

дачi мiнiмiзацiї (J ′ (u ′) , u− u ′)V → infu∈U. Маємо

(J ′ (u ′) , ūn − un)V =
(
J ′ (u ′) − J̃ ′ (un), ūn − un

)
V
+

+
(
J̃ ′ (un), ūn − un

)
V
≤
(
J ′ (u ′) − J̃ ′ (un), ūn − un

)
V
+
(
J̃ ′ (un), ū

′ − un

)
V
+εn,

де J̃ ′ (un) = (F ′ (un))
∗
p̃n +Φ

′
2 (ỹn, un). Але(

J̃ ′ (un), ū
′ − un

)
V
=
(
J̃ ′ (un) − J

′ (u ′) , ū ′ − un

)
V
+

+ (J ′ (u ′) , ū ′ − u ′)V + (J ′ (u ′) , u ′ − un)V ≤

− 2λ+
(
J̃ ′ (un) − J

′ (u ′) , ū ′ − un

)
V
+ (J ′ (u ′) , u ′ − un)V .

Звiдки

(J ′ (u ′) , ūn − un)V ≤

≤ −2λ+
(
J̃ ′ (un) − J

′ (u ′) , ū ′ − ūn

)
V
+ (J ′ (u ′) , u ′ − un)V + εn.

Нарештi отримаємо нерiвнiсть

(J ′ (u ′) , ūn − un)V ≤

≤ −2λ+ diam (U)
∥∥∥J̃ ′ (un) − J ′ (u ′)∥∥∥

V
+ 2 ‖J ′ (u ′)‖V δ0 + εn.

Оцiнимо
∥∥∥J̃ ′ (uu) − J ′ (u ′)∥∥∥

V
. Маємо∥∥∥J̃ ′ (un) − J ′ (u ′)∥∥∥

V
≤
∥∥∥J̃ ′ (un) − J ′ (un)∥∥∥

V
+ ‖J ′ (un) − J ′ (u ′)‖V ≤

≤
∥∥∥J̃ ′ (un) − J ′ (un)∥∥∥

V
+ C1 ‖un − u ′‖γV .

Далi∥∥∥J̃ ′ (un) − J ′ (un)∥∥∥
V
≤

≤
∥∥(F ′ (un))∗ p̃n +Φ ′2 (ỹn, un) − (F ′ (un))

∗
pn −Φ

′
2 (yn, un)

∥∥
V
≤
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≤ ‖F ′ (un)‖ ‖p̃n − pn‖W+
+ ‖Φ ′2 (ỹn, un) −Φ ′2 (yn, un)‖V ≤

≤ C1 ‖p̃n − p ′n‖W+
+ C1 ‖p ′n − pn‖W+

+ C2 ‖ỹn − yn‖γH ≤
≤ C1δ ′′n + C2 (δ ′n)

γ
+ C3 ‖Φ ′1 (ỹn, un) −Φ ′1 (yn, un)‖H− ≤ C1δ ′′n + C4 (δ ′n)

γ
,

де pn ∈W+ — розв’язок спряженої задачi L +pn = Φ ′1 (yn, un).
Отже,

(J ′ (u ′) , ūn − un)V ≤ −2λ+ diam (U)
(
C1δ

′′
n + C4 (δ

′
n)
γ)

+ 2 ‖J ′ (u ′)‖V δ0 + εn.

Обираючи достатньо мале δ0 > 0 та велике k0, отримуємо (n > nk0)

0 < diam (U)
(
C1δ

′′
n + C4 (δ

′
n)
γ)

+ 2 ‖J ′ (u ′)‖V δ0 + εn < λ.

Звiдки (J ′ (u ′) , ūn − un)V ≤−λ, n > nk0.
Остаточно отримуємо

J (um) − J (unk) ≤ −λ

m−1∑
n=nk

ρn + C0δ
1+γ
0 , m > nk ≥ nk0.

Пiсля граничного переходу в нерiвностi приm→∞ (
∑∞

n=nk
ρn = +∞) маємо

протирiччя з обмеженiстю знизу на множинi U функцiонала J.

Розглянемо тепер бiльш реалiстичну ситуацiю, коли точнiсть εn розв’яза-
ння допомiжної задачi мiнiмiзацiї лiнiйної форми не прямує до нуля.

Теорема 5.6. Нехай

ρn ∈ (0, 1] , ρn → 0,

∞∑
n=0

ρn = +∞, εn ∈ [0, ε̄] , ε̄ ≥ 0.

Якщо функцiонал J приймає на множинi

U∗ε̄ = {u∗ ∈ U : (J ′ (u∗) , u− u∗)V ≥ −ε̄ , ∀u ∈ U}

не бiльш нiж злiченну кiлькiсть значень, то всi граничнi точки (якi обо-
в’язково iснують) послiдовностi (un), що генерується алгоритмом 5.1,
утворюють компактну зв’язну пiдмножину в U∗ε̄, а числова послiдовнiсть
(J (un)) має границю.

Доведення. Перевiримо виконання умов теореми про достатнi умови збiжно-
стi iтерацiйних алгоритмiв оптимiзацiї. Покладемо W = J. Функцiонал W
неперервний на множинi U, множинаW∗ = {W (u) : u ∈ U∗ε̄} має скрiзь щiль-
не доповнення. Члени послiдовностi (un) лежать в компактi U. Розглянемо
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пiдпослiдовнiсть (unk) таку, що unk → u∗ ∈ U∗ε̄ при k→∞. Маємо

‖unk+1 − unk‖V = ρnk ‖ūnk − unk‖V ≤ ρnkdiam (U)→ 0 при k→∞.
Нехай (unk) — пiдпослiдовнiсть, що збiгається до керування u ′ /∈ U∗ε̄. По-

кажемо, що iснує таке δ0 > 0, що для всiх k та δ ∈ (0, δ0]

τk = min
n>nk

{n : ‖un − unk‖V > δ} < +∞.
Вiд супротивного. Нехай для всiх δ0 > 0 iснує таке k0 = k0 (δ0), що∥∥∥un − unk0∥∥∥V ≤ δ0 для всiх n > nk0. Тодi з нерiвностей

‖un − unk0‖V ≤ δ0, ‖unk − unk0‖V ≤ δ0 ∀k > k0 ⇒ ‖u ′ − unk0‖V ≤ δ0

випливає, що un ∈ B2δ0 (u ′) для всiх n > nk0.
Оскiльки u ′ /∈ U∗ε̄, то iснують λ > 0 i ū ′ ∈ U такi, що

(J ′ (u ′) , ū ′ − u ′)V ≤ −λ− ε̄. (5.13)

Розглянемо прирiст

W (un) −W (unk) = J (un) − J (u
′) − J (unk) + J (u

′) =

= (J ′ (u ′ + θ ′ (un − u
′)) , un − u

′)V −

− (J ′ (u ′ + θ ′′ (unk − u
′)) , unk − u

′)V =

= (J ′ (u ′) , un − u
′)V + (J ′ (u ′ + θ ′ (un − u

′)) − J ′ (u ′) , un − u
′)V −

− (J ′ (u ′) , unk − u
′)V + (J ′ (u ′) − J ′ (u ′ + θ ′′ (unk − u

′)) , unk − u
′)V ≤

≤ (J ′ (u ′) , un − unk)V + 22+γCδ1+γ0 =

=

n−1∑
p=nk

ρp (J
′ (u ′) , ūp − up)V + 22+γCδ1+γ0 , (5.14)

де n > nk, k > k0, {θ ′, θ ′′} ⊂ [0, 1].
У нерiвностi (5.14) оцiнимо зверху величину (J ′ (u ′) , ūp − up)V . Маємо

(J ′ (u ′) , ūp − up)V =

= (J ′ (u ′) − J ′ (up) , ūp − up)V + (J ′ (up) , ūp − up)V ≤
≤ (J ′ (u ′) − J ′ (up) , ūp − up)V + (J ′ (up) , ū

′ − up)V + εp.

Але
(J ′ (up) , ū

′ − up)V = (J ′ (up) − J
′ (u ′) , ū ′ − up)V +

+(J ′ (u ′) , ū ′ − u ′)V + (J ′ (u ′) , u ′ − up)V .
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Отже,

(J ′ (u ′) , ūp − up)V ≤ (J ′ (up) − J
′ (u ′) , ū ′ − ūp)V +

+ (J ′ (u ′) , ū ′ − u ′)V + (J ′ (u ′) , u ′ − up)V + εp.

Урахувавши (5.13), отримаємо оцiнку

(J ′ (u ′) , ūp − up)V ≤
≤ −λ− ε̄+ diam (U) ‖J ′ (up) − J ′ (u ′)‖V + 2 ‖J ′ (u ′)‖V δ0 + εp ≤

≤ −λ− ε̄+ εp + diam (U)C2γδγ0 + 2 ‖J
′ (u ′)‖V δ0.

Обираючи достатньо мале δ0 > 0 та велике k0, отримуємо

− ε̄+ εp + diam (U)C2γδγ0 + 2 ‖J
′ (u ′)‖V δ0 ≤

≤ diam (U)C2γδγ0 + 2 ‖J
′ (u ′)‖V δ0 <

λ

2
.

Звiдки (J ′ (u ′) , ūp − up)V ≤ −λ
2
, p > nk0.

Остаточно маємо

W (un) −W (unk) ≤ −
λ

2

n−1∑
p=nk

ρp + 2
2+γCδ1+γ0 , n > nk ≥ nk0. (5.15)

Здiйснивши граничний перехiд в (5.15) при n → ∞ та врахувавши∑∞
p=nk

ρp = +∞, отримаємо протирiччя з обмеженiстю на компактнiй мно-
жинi U неперервного функцiонала W.

Отже, iснує δ0 > 0 таке, що для всiх k i δ ∈ (0, δ0]: τk =

min
n>nk

{n : ‖un − unk‖V > δ} < +∞.

Але, обираючи достатньо мале δ0 > 0 та велике k0, можна повторити до-
ведення нерiвностi (5.15) для nk ≤ n ≤ τk. З iншого боку,

δ0 < ‖uτk − unk‖V ≤
τk−1∑
p=nk

‖up+1 − up‖V ≤ diam (U)

τk−1∑
p=nk

ρp.

Тому
∑τk−1

p=nk
ρp >

δ0
diam(U) . Пiдставивши останню оцiнку в (5.15), одержуємо

W (uτk) −W (unk) < −
λδ0

2diam (U)
+ 22+γCδ1+γ0 .

Звiдки
lim sup
k→∞ W (uτk) < lim

k→∞W (unk) .
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Таким чином, умови абстрактної теореми про збiжнiсть виконуються.

Зауваження 5.10. В алгоритмi 5.1 на 3-му кроцi можна розглянути таку
допомiжну задачу мiнiмiзацiї

(Qn, u− un)V → εn− inf
u∈U
,

де Qn = (1− αn)Qn−1 + αn {(F
′ (un))

∗
pn +Φ

′
2 (yn, un)}. Якщо коефiцiєнти

усереднення αn обирати з дотриманням умов αn ∈ (0, 1),
∑∞

n=1 αn = +∞,
ργn
αn
→ 0 при n → ∞, то для цiєї модифiкацiї будуть справедливi аналоги

теорем 5.5 i 5.6.

5.2.2 Варiант методу проекцiї градiєнта

Розглянемо iтерацiйний процес розв’язання задачi оптимального керуван-
ня (5.8), (5.9) з наближеною мiнiмiзацiєю деякого квадратичного функцiона-
лу на кожному кроцi.

Алгоритм 5.2. Метод проекцiї градiєнта.

1. Обираємо початкове наближення u0 ∈ U. Покладаємо n = 0.

2. Знаходимо yn ∈ H — узагальнений розв’язок рiвняння Lyn = F (un).

3. Знаходимо спряжений стан pn ∈W+ — розв’язок рiвняння

L +pn = Φ ′1 (yn, un) .

4. Знаходимо ūn ∈ U — розв’язок екстремальної задачi(
(F ′ (un))

∗
pn +Φ

′
2 (yn, un) , u− un

)
V
+

1

2αn
‖u− un‖2V → εn− inf

u∈U
.

5. Покладаємо un+1 = un + ρn (ūn − un), де ρn ∈ (0, 1] — кроковий мно-
жник, n := n+ 1 i переходимо на крок 2.

Зауваження 5.11. Алгоритм 5.2 — один з варiантiв вiдомого методу про-
екцiї градiєнта. Дiйсно, при εn = 0 задача кроку 4 рiвносильна задачi мiнiмi-
зацiї на множинi U функцiонала

α2n
2

∥∥(F ′ (un))∗ pn +Φ ′2 (yn, un)∥∥2V +
+ αn

(
(F ′ (un))

∗
pn +Φ

′
2 (yn, un) , u− un

)
V
+
1

2
‖u− un‖2V =

=
1

2

∥∥u−
(
un − αn (F

′ (un))
∗
pn + αnΦ

′
2 (yn, un)

)∥∥2
V
,
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тобто, знаходженню ортогональної проекцiї вектора un − αnJ
′ (un) на мно-

жину U.

Теорема 5.7. Нехай ρn ∈
[
ρ, ρ̄
]
⊆ (0, 1], αn → 0,

∑∞
n=0 αn = +∞,

εn > 0, εn
αn
→ 0. Якщо функцiонал J приймає на множинi U∗ =

{u∗ ∈ U : (J ′ (u∗) , u− u∗)V ≥ 0 , ∀u ∈ U} не бiльш нiж злiченну кiлькiсть
значень, то всi граничнi точки (якi обов’язково iснують) послiдовностi (un)
утворюють компактну зв’язну пiдмножину в U∗, а числова послiдовнiсть
(J (un)) має границю.

Доведення. Перевiримо виконання умов теореми про достатнi умови збiжно-
стi iтерацiйних алгоритмiв оптимiзацiї. За побудовою усi члени послiдовностi
(un) належать компакту U. Покладемо W = J.

Розглянемо пiдпослiдовнiсть (unk) таку, що unk → u∗ ∈ U∗ при k → ∞.
Оцiнимо ‖unk+1 − unk‖V . Функцiонал

u 7→ Rnk (u) =
(
(F ′ (unk))

∗
pnk +Φ

′
2 (ynk, unk) , u− unk

)
V
+ 1

2αnk
‖u− unk‖

2
V

сильно опуклий ( 1
2αnk

> 0 — стала сильної опуклостi). Покладемо

ũnk = arg min
u∈U

Rnk (u) = ΠU (unk − αnkJ
′ (unk)) ,

де ΠU (·) — оператор проектування на множину U. Маємо

1

2αnk
‖ūnk − ũnk‖

2
V ≤ R (ūnk) − R (ũnk) ≤ εnk.

Отже,

‖unk+1 − unk‖V = ρnk ‖ūnk − unk‖V ≤ ρ̄ ‖ūnk − unk‖V ≤
≤ ‖ūnk − ũnk‖V + ‖ũnk − unk‖V ≤

≤
√
2αnkεnk + ‖unk − αnkJ ′ (unk) − unk‖V ≤

≤
√
2αnkεnk + C0αnk → 0 при k→∞,

де C0 = supu∈U ‖J ′ (u)‖V < +∞.
Нехай (unk) — пiдпослiдовнiсть, що збiгається до керування u ′ /∈ U∗.

Покажемо, що iснує таке δ0 > 0, що для всiх k i δ ∈ (0, δ0]: τk =

min
n>nk

{n : ‖un − unk‖V > δ} < +∞. Вiд супротивного. Нехай для всiх δ0 > 0

iснує k0 = k0 (δ0) таке, що
∥∥∥un − unk0∥∥∥V ≤ δ0 для всiх n > nk0. Тодi з нерiв-

ностей

‖un − unk0‖V ≤ δ0, ‖unk − unk0‖V ≤ δ0 ∀k > k0 ⇒ ‖u ′ − unk0‖V ≤ δ0
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випливає, що un ∈ B2δ0 (u ′) для всiх n > nk0.

Використовуючи нерiвнiсть J (v)− J (u)−(J ′ (u) , v− u)V ≤
C1
γ+1 ‖v− u‖

γ+1
V ,

де C1 ≥ 0 — константа з умови Гельдера для похiдної J ′ (·), оцiнимо прирiст
W (un+1) −W (un). Маємо

W (un+1) −W (un) = J (un+1) − J (un) ≤

≤ (J ′ (un) , un+1 − un)V +
C1

γ+ 1
‖un+1 − un‖γ+1V =

= ρn (J
′ (un) , ūn − un)V +

C1

γ+ 1
ργ+1n ‖ūn − un‖γ+1V =

= ρn

{
(J ′ (un) , ūn − un)V +

1

2αn
‖ūn − un‖2V

}
+

+
C1

γ+ 1
ργ+1n ‖ūn − un‖γ+1V −

ρn

2αn
‖ūn − un‖2V ≤

≤ ρn
{
εn + min

u∈U
Rn (u)

}
+

C1

γ+ 1
ργ+1n ‖ūn − un‖γ+1V . (5.16)

Оскiльки u ′ /∈ U∗, то iснує таке λ > 0, що

min
u∈U

(J ′ (u ′) , u− u ′)V ≤ −2λ < 0.

Далi, iснує δ > 0 таке, що для довiльної точки u ′′ ∈ Oδ (u ′) виконується
нерiвнiсть

min
u∈U

(J ′ (u ′′) , u− u ′′)V ≤ −λ < 0.

Вiзьмемо 2δ0 < δ, тодi un ∈ B2δ0 (u ′)⊆ Oδ (u ′). Позначимо через ¯̄un ∈ U
розв’язок задачi мiнiмiзацiї

(J ′ (un) , u− un)V → inf
u∈U

.

Для ¯̄un ∈ U виконується нерiвнiсть

− ‖J ′ (un)‖V ‖ ¯̄un − un‖V ≤ (J ′ (un) , ¯̄un − un)V ≤ −λ < 0,

тобто,
1

‖ ¯̄un − un‖V
≤ ‖J

′ (un)‖V
λ

≤ C0
λ
.

Обираючи достатньо велике k0, ми можемо досягти для всiх n > nk0 ви-
конання нерiвностi αn ≤ λ

C20
. Розглянемо точку u ′′n = un + µn ( ¯̄un − un), де

µn = λαn
‖¯̄un−un‖2V

∈ (0, 1]. Очевидно, що u ′′n ∈ U. Пiдставимо точку u ′′n ∈ U у
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праву частину оцiнки (5.16). Отримаємо ланцюжок нерiвностей

W (un+1) −W (un) ≤

≤ ρn
{
εn + (J ′ (un) , u

′′
n − un)V +

1

2αn
‖u ′′n − un‖

2
V

}
+

+
C1

γ+ 1
ργ+1n ‖ūn − un‖γ+1V =

= ρn

{
εn + µn (J

′ (un) , ¯̄un − un)V +
µ2n
2αn
‖ ¯̄un − un‖2V

}
+

+
C1

γ+ 1
ργ+1n ‖ūn − un‖γ+1V ≤

≤ ρn
{
εn − µnλ+

µ2n
2αn
‖ ¯̄un − un‖2V

}
+

C1

γ+ 1

(
αn

√
2εn

αn
+ C0αn

)γ+1
=

= ρn

{
εn −

λ2αn

2 ‖ ¯̄un − un‖2V

}
+

C1

γ+ 1

(
αn

√
2εn

αn
+ C0αn

)γ+1
≤

≤ −
ρ

2

(
λ

diam (U)

)2
αn + εn +

C1

γ+ 1
αγ+1n

(√
2εn

αn
+ C0

)γ+1
.

Оскiльки αn → 0, εn → 0 i εnα−1
n → 0, то, обираючи достатньо мале δ0 > 0

та велике k0, отримуємо

W (un+1) −W (un) ≤ −
ρ

4

(
λ

diam (U)

)2
αn, n > nk0.

Остаточно маємо

W (un) −W (unk) ≤ −
ρ

4

(
λ

diam (U)

)2 n−1∑
p=nk

αp, n > nk > nk0. (5.17)

Здiйснивши граничний перехiд в нерiвностi (5.17) при n → ∞ i врахував-
ши
∑∞

p=nk
αp = +∞, отримаємо протирiччя з обмеженiстю на компактi U

функцiонала W.
Отже, iснує δ0 > 0 таке, що для всiх k i δ ∈ (0, δ0]: τk =

min
n>nk

{n : ‖un − unk‖V > δ} < +∞.
Але обираючи достатньо мале δ0 > 0 та велике k0, можна повторити дове-

дення оцiнки (5.17) для nk ≤ n ≤ τk. З iншого боку

δ0 < ‖uτk − unk‖V ≤
τk−1∑
p=nk

‖up+1 − up‖V ≤
τk−1∑
p=nk

(√
2αpεp + C0αp

)
≤ C2

τk−1∑
p=nk

αp.
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Тому
∑τk−1

p=nk
αp >

δ0
C2
> 0. Враховуючи останню нерiвнiсть в (5.17), отримуємо

W (uτk) −W (unk) < −
ρ

4C2

(
λ

diam (U)

)2
δ0.

Звiдки lim supk→∞ W (uτk) < lim
k→∞W (unk). Отже, умови теореми про збi-

жнiсть виконуються. Тому граничнi точки послiдовностi (un) утворюють
компактну зв’язну пiдмножину U∗ i числова послiдовнiсть (J (un)) має гра-
ницю.

5.2.3 Метод лiнеаризацiї з довiрчою областю

Розглянемо задачу оптимального керування

J (u) = Φ (y (u) , u)→ inf
u∈U
, (5.18)

Ly (u) = F (u) , u ∈ U, (5.19)

де F : V → W−
+ , U — компактна та опукла множина допустимих керу-

вань iз гiльбертового простору керувань V . Це типова ситуацiя в iмпульсно-
точковому керуваннi розподiленими системами [130,139].

Нехай є двi числовi послiдовностi (αn) i (βn) такi, що 0 < αn ≤ βn, n ∈ N.
Задамо послiдовнiсть замкнених опуклих множинMn ⊆ V простої структури
таку, що

{v ∈ V : ‖v‖V ≤ αn} ⊆Mn ⊆ {v ∈ V : ‖v‖V ≤ βn} .
У якостi Mn природно обирати опуклi багатогранники.

Опишемо метод розв’язання задачi (5.18), (5.19).

Алгоритм 5.3. Метод лiнеаризацiї з довiрчою областю.

1. Обираємо початкове наближення u0 ∈ U. Покладаємо n = 0.

2. Знаходимо yn ∈ H — узагальнений розв’язок рiвняння Lyn = F (un).

3. Знаходимо спряжений стан pn ∈W+ — розв’язок рiвняння

L +pn = Φ ′1 (yn, un) .

4. Знаходимо ūn ∈ U — розв’язок екстремальної задачi(
(F ′ (un))

∗
pn +Φ

′
2 (yn, un) , u− un

)
V
→ εn− inf

u∈U
⋂
(un+Mn)

. (5.20)

5. Покладаємо un+1 = ūn, n := n+ 1 i переходимо на крок 2.



145

Зауваження 5.12. Алгоритм 5.3 належить до родини так званих методiв
з довiрчою областю (Trust-Region Method) [156–160]. Зрозумiло, що в розгля-
нутих алгоритмах допомiжна задача, яка розв’язується на кожнiй iтерацiї,
є локальною апроксимацiєю вихiдної задачi чи умов оптимальностi вихiдної
задачi. Ця апроксимацiя достовiрна лише в досить малому околi поточно-
го наближення. Тому природньо розв’язувати допомiжну задачу не на всiй
множинi U, а саме на такому околi (який називають «довiрчою областю»).
Крiм того, iнтуїтивно ясно, що задача (5.20) є кращою апроксимацiєю вихi-
дної задачi, нiж задача мiнiмiзацiї вздовж довiльного фiксованого напряму.
Отже, на думку багатьох дослiдникiв, можна очiкувати, що незважаючи на
високу цiну розв’язку допомiжної задачi (5.20), розв’язок цiєї задачi забезпе-
чить бiльший прогрес в мiнiмiзацiї функцiонала J, нiж одновимiрний пошук,
i алгоритм 5.3 може виявитись бiльш ефективним.

Для послiдовностi, що генерується описаним методом, має мiсце наступний
результат про збiжнiсть до множини стацiонарних керувань

U∗ = {u∗ ∈ U : (J ′ (u∗) , u− u∗)V ≥ 0 , ∀u ∈ U} .

Теорема 5.8. Нехай:

εn > 0, k · αn ≥ βn ≥ αn > 0,
∞∑
n=0

αn = +∞, β1+γn

αn
→ 0,

εn

αn
→ 0;

множина J (U∗) нiде не щiльна. Тодi всi граничнi точки послiдовностi (un)
утворюють компактну зв’язну пiдмножину в U∗, а числова послiдовнiсть
(J (un)) має границю.

Доведення. Знову використаємо загальну теорему про збiжнiсть алгоритмiв.
За побудовою всi члени послiдовностi (un) належать компакту U. Далi

‖un+1 − un‖V = ‖ūn − un‖V ≤ βn → 0 при n→∞.
Нехай (unk) — пiдпослiдовнiсть, що збiгається до керування u ′ /∈ U∗.

Покажемо, що iснує таке δ0 > 0, що для всiх k та δ ∈ (0, δ0] τk =

min
n>nk

{n : ‖un − unk‖V > δ} < +∞. Вiд супротивного. Нехай для всiх δ0 > 0

iснує k0 = k0 (δ0) таке, що ‖un − unk0‖V ≤ δ0 для всiх n > nk0. Тодi з нерiв-
ностей

‖un − unk0‖V ≤ δ0, ‖unk − unk0‖V ≤ δ0 ∀k > k0 ⇒ ‖u ′ − unk0‖V ≤ δ0

випливає, що un ∈ B2δ0 (u ′) для всiх n > nk0.
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Оцiнимо прирiст J (un+1) − J (un). Маємо

J (un+1) − J (un) ≤ (J ′ (un) , un+1 − un)V +
C1

γ+ 1
‖un+1 − un‖γ+1V ≤

≤ min
u∈U

⋂
(un+Mn)

(J ′ (un) , u− un)V + εn +
C1

γ+ 1
βγ+1n . (5.21)

Оскiльки u ′ /∈ U∗, то iснує число λ > 0 таке, що

min
u∈U

(J ′ (u ′) , u− u ′)V ≤ −2λ < 0.

Iз неперервностi функцiонала ξ 7→ minu∈U (J
′ (ξ) , u− ξ)V випливає iснування

δ > 0 такого, що для довiльної точки u ′′ ∈ Oδ (u ′)
⋂
U виконується нерiвнiсть

min
u∈U

(J ′ (u ′′) , u− u ′′)V ≤ −λ < 0.

Вiзьмемо 2δ0 < δ, тодi un ∈ B2δ0 (u ′)⊆ Oδ (u ′). Позначимо через ¯̄un ∈ U
розв’язок задачi мiнiмiзацiї (J ′ (un) , u− un)V → infu∈U.

Нехай ¯̄un ∈ un +Mn. Тодi з (5.21) випливає нерiвнiсть

J (un+1) − J (un) ≤ −λ+ εn +
C1

γ+ 1
βγ+1n .

Iснує n ′ > nk0 таке, що для всiх n ≥ n ′: J (un+1) − J (un)≤ −λ
2
.

Якщо ¯̄un /∈ un +Mn, то

J (un+1) − J (un) ≤ (J ′ (un) , φn − un)V + εn +
C1

γ+ 1
βγ+1n ≤

≤ ηn (J ′ (un) , ¯̄un − un)V + εn +
C1

γ+ 1
βγ+1n ,

де ηn = max {η > 0 : η ( ¯̄un − un) ∈Mn}, φn = un + ηn ( ¯̄un − un). У цьому
випадку прирiст оцiнюється J (un+1)−J (un)≤ −ηnλ+εn+

C1
γ+1β

γ+1
n . Оскiльки

1 > µn ≥ αn
‖¯̄un−un‖V

, то

J (un+1) − J (un) ≤ −
λαn

‖ ¯̄un − un‖V
+ εn +

C1

γ+ 1
βγ+1n ≤

≤ −
λ

diam(U)
αn + εn +

C1

γ+ 1
βγ+1n =

= −
λ

diam(U)
αn

(
1−

diam(U)

λ

(
εn

αn
+

C1

γ+ 1

βγ+1n

αn

))
.
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Звiдки випливає iснування n ′′ > nk0 такого, що для всiх n ≥ n ′′

J (un+1) − J (un) ≤ −
λ

2 · diam(U)
αn ≤ −

λ

2 · k · diam(U)
βn.

Iснує n ′′′ ∈ N таке, що βn < λ/2 для всiх n ≥ n ′′′. Отже,

J (un+1) − J (un) ≤ −min

{
1,

λ

2 · k · diam(U)

}
βn,

для n > ñ = max {n ′, n ′′, n ′′′} > nk0.
Остаточно отримуємо

J (un) − J (unk) ≤ −min

{
1,

λ

2 · k · diam(U)

} n−1∑
p=nk

βp, n > nk > ñ. (5.22)

Здiйснивши граничний перехiд в нерiвностi (5.22) при n→∞ та врахувавши∑∞
p=1 βp = +∞, отримаємо протирiччя з обмеженiстю на компактнiй множи-

нi U неперервного функцiонала J.
Отже, iснує δ0 > 0 таке, що для всiх k i δ ∈ (0, δ0]: τk =

min
n>nk

{n : ‖un − unk‖V > δ} < +∞.

Але, обираючи достатньо мале δ0 > 0 та велике k0, можна повторити до-
ведення нерiвностi (5.22) для nk ≤ n ≤ τk. З iншого боку,

δ0 < ‖uτk − unk‖V ≤
τk−1∑
p=nk

‖up+1 − up‖V ≤
τk−1∑
p=nk

βp.

Ураховуючи останню нерiвнiсть в (5.22), отримуємо

J (uτk) < J (unk) − min

{
1,

λ

2 · k · diam(U)

}
δ0.

Звiдки маємо lim supk→∞ J (uτk) < lim
k→∞ J (unk).

Покладемо W = J. Умови теореми про збiжнiсть iтерацiйних алгоритмiв
виконуються, а отже, послiдовнiсть (un) має сформульованi властивостi.

Перейдемо до дослiдження поведiнки алгоритму 5.3 без припущення, що
точнiсть εn розв’язання допомiжної задачi прямує до нуля.

Припустимо, що

{ε1, ε2, ..., εn, ...} ⊆ [0, ε̄] , ε̄ > 0, (5.23)

βn ≥ αn ≥ α > 0 ∀n ∈ N ∪ {0} , (5.24)
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β̄ = lim sup
n→∞ βn ∈ R. (5.25)

Розглянемо множину

U∗ε̄,α,β̄ =
{
u∗ ∈ U : (J ′ (u∗) , u− u∗)V ≥ −diam (U)

(
ε̄+C0β̄

1+γ

α

)
, ∀u ∈ U

}
,

де C0 > 0 — константа з умови Гельдера на U для похiдної J ′ (·).
Розглянемо породжену алгоритмом 5.3 послiдовнiсть (un). Нехай (unk) —

збiжна до керування u ′ /∈U∗
ε̄,α,β̄

пiдпослiдовнiсть. Покажемо, що iснує δ0 > 0
таке, що для всiх k та δ ∈ (0, δ0] τk = min

n>nk
{n : ‖un − unk‖V > δ} < +∞. Вiд

супротивного. Нехай для всiх δ0 > 0 iснує k0 = k0 (δ0) таке, що ‖un−unk0‖V ≤
δ0 для всiх n > nk0. Тодi з нерiвностi трикутника випливає, що un ∈ B2δ0 (u ′)
для всiх n > nk0.

Оскiльки u ′ /∈U∗
ε̄,α,β̄

, то iснує число λ > 0 таке, що

min
u∈U

(J ′ (u ′) , u− u ′)V ≤ −diam (U)

(
ε̄+ C0β̄

1+γ + 2λ

α

)
.

Iз неперервностi функцiонала ξ 7→ minu∈U (J
′ (ξ) , u− ξ)V випливає iснування

δ > 0 i µ > 0 таких, що для довiльної точки u ′′ ∈ Oδ (u ′)
⋂
U виконується

нерiвнiсть

min
u∈U

(J ′ (u ′′) , u− u ′′)V ≤ −diam (U)

(
ε̄+ C0

(
β̄+ µ

)1+γ
+ λ

α

)
.

Вiзьмемо 2δ0 < δ, тодi un ∈ B2δ0 (u ′)⊆ Oδ (u ′). Маємо

J (un+1) − J (un) ≤ (J ′ (un) , un+1 − un)V +
C0

γ+ 1
‖un+1 − un‖γ+1V ≤

≤ min
u∈U

⋂
(un+Mn)

(J ′ (un) , u− un)V + εn +
C0

γ+ 1
βγ+1n .

Має мiсце нерiвнiсть

min
u∈U

⋂
(un+Mn)

(J ′ (un) , u− un)V ≤ min
u∈U

⋂
Bαn(un)

(J ′ (un) , u− un)V ≤

≤ min
u∈U

⋂
Bα(un)

(J ′ (un) , u− un)V ≤
α

diam (U)
min
u∈U

(J ′ (un) , u− un)V .

Отже, для n > nk0 справджується оцiнка

J (un+1) − J (un) ≤
α

diam (U)
min
u∈U

(J ′ (un) , u− un)V + εn +
C0

γ+ 1
βγ+1n ≤
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≤ −ε̄− C0
(
β̄+ µ

)1+γ
− λ+ εn +

C0

γ+ 1
βγ+1n ≤

≤ −λ− C0

((
β̄+ µ

)1+γ
− βγ+1n

)
− C0

γ

γ+ 1
βγ+1n .

Починаючи з деякого n ′ > nk0 (не зменшуючи загальностi, можна вважати,
що n ′ = nk0) виконується нерiвнiсть βn < β̄+ µ. Тому

J (un+1) − J (un) < −λ− C0
γ

γ+ 1
βγ+1n < −C0

γ

γ+ 1
βγ+1n ≤ −C0

γ

γ+ 1
αγ+1.

Остаточно маємо

J (un) − J (unk) < −C0
γ

γ+ 1
(n− 1− nk)α

γ+1, n > nk > nk0. (5.26)

Здiйснивши граничний перехiд в нерiвностi (5.26) при n→∞, отримаємо
протирiччя з обмеженiстю на множинi U функцiонала J. Отже, iснує δ0 > 0
таке, що для всiх k i δ ∈ (0, δ0]: τk = min

n>nk
{n : ‖un − unk‖V > δ} < +∞.

Але, обираючи достатньо мале δ0 > 0 та велике k0, можна повторити до-
ведення нерiвностi (5.2.19) для nk ≤ n ≤ τk. З iншого боку,

δ0 < ‖uτk − unk‖V ≤
τk−1∑
p=nk

‖up+1 − up‖V ≤
τk−1∑
p=nk

βp ≤ (τk − 1− nk) sup
p
βp.

Ураховуючи останню нерiвнiсть в (5.26), отримуємо

J (uτk) − J (unk) < −δ0

(
γ

γ+ 1

)
αγ+1C0

supp βp
.

Звiдки маємо
lim sup
k→∞ J (uτk) < lim

k→∞ J (unk) . (5.27)

Розглянемо тепер пiдпослiдовнiсть (unk) таку, що

lim
k→∞ J (unk) = lim inf

n→∞ J (un) . (5.28)

Якщо припустити iснування у обраної пiдпослiдовностi граничної точки u ′,
що не належить множинi U∗

ε̄,α,β̄
, то, застосовуючи до (unkl) (unkl → u ′) не-

рiвнiсть (5.27), приходимо до протирiччя з (5.28).
Iз наведених мiркувань випливає

Теорема 5.9. Нехай виконуються умови (5.23), (5.24) i (5.25). Тодi зге-
нерована алгоритмом 5.3 послiдовнiсть (un) має граничнi точки, що нале-
жать множинi U∗

ε̄,α,β̄
.
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5.2.4 Варiант методу Ньютона

Розглянемо у цьому пунктi ще один варiант методу з довiрчою областю.
Припустимо, що в задачi оптимального керування

J (u) = Φ (y (u) , u)→ inf
u∈U
, (5.29)

Ly (u) = F (u) , u ∈ U (5.30)

U — компактна та опукла множина допустимих керувань iз гiльбертового
простору керувань V , а функцiонал J (·) має на множинi другу похiдну Фре-
ше, яка задовольняє умову Гельдера з показником γ ∈ (0, 1].

Зафiксуємо послiдовнiсть (αn) додатних чисел i покладемо

Mn = Bαn (V) = {v ∈ V : ‖v‖V ≤ αn} .

Алгоритм 5.4. Метод Ньютона.

1. Обираємо початкове наближення u0 ∈ U. Покладаємо n = 0.

2. Знаходимо yn ∈ H — узагальнений розв’язок рiвняння Lyn = F (un).

3. Знаходимо спряжений стан pn ∈W+ — розв’язок рiвняння

L +pn = Φ ′1 (yn, un) .

4. Знаходимо ūn ∈ U — розв’язок задачi(
(F ′ (un))

∗
pn +Φ

′
2 (yn, un) , u− un

)
V
+

+ 1
2
〈F ′′ (un) (u− un, u− un) , pn〉++

+ 1
2
Φ ′′11 (yn, un) (zn,u, zn,u) +Φ

′′
12 (yn, un) (zn,u, u− un)+

+ 1
2
Φ ′′22 (yn, un) (u− un, u− un)→ εn− inf

u∈U
⋂
(un+Mn)

,

Lzn,u = F ′ (un)u− F ′ (un)un.

5. Покладаємо un+1 = ūn, n := n+ 1 i переходимо на крок 2.

Зауваження 5.13. Введемо множину U∗∗ допустимих керувань, що за-
довольняють необхiднi умови мiнiмуму другого порядку функцiонала J (·) на
множинi U:

U∗∗ = {u∗ ∈ U : min
v∈U

(J ′ (u∗) , v− u∗)V = 0,

J ′′ (u∗) (u− u∗, u− u∗) ≥ 0 ∀ u ∈ U : (J ′ (u∗) , u− u∗)V = 0}.
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Якщо εn = 0, то у випадку ūn = un у точцi un ∈ U виконуються необхiднi
умови мiнiмуму другого порядку.

Теорема 5.10. Нехай: αn → 0,
∑∞

n=0 αn = +∞, εn
αn
→ 0; функцiонал J

приймає на множинi U∗ = {u∗ ∈ U : (J ′ (u∗) , u− u∗)V ≥ 0 ∀u ∈ U} не бiльш
нiж злiченну кiлькiсть значень. Тодi всi граничнi точки послiдовностi (un)
утворюють компактну зв’язну пiдмножину в U∗, а числова послiдовнiсть
(J (un)) має границю.

Доведення. За побудовою всi члени послiдовностi (un) належать компакту
U. Далi, ‖un+1 − un‖V = ‖ūn − un‖V ≤ αn → 0 при n→∞.

Нехай (unk) — пiдпослiдовнiсть, що збiгається до керування u ′ /∈ U∗∗.
Покажемо, що iснує таке δ0 > 0, що для всiх k i δ ∈ (0, δ0]: τk =

min
n>nk

{n : ‖un − unk‖V > δ} < +∞. Вiд супротивного. Нехай для всiх δ0 > 0

iснує k0 = k0 (δ0) таке, що ‖un − unk0‖V ≤ δ0 для всiх n > nk0. З нерiвностi
трикутника випливає, що un ∈ B2δ0 (u ′) для всiх n > nk0.

Оцiнимо прирiст J (un+1) − J (un). Маємо

J (un+1) − J (un) = (J ′ (un) , un+1 − un)V +

+ 1
2
J ′′ (un + θn (un+1 − un)) (un+1 − un, un+1 − un) ≤

≤ (J ′ (un) , un+1 − un)V + 1
2
J ′′ (un) (un+1 − un, un+1 − un) + C0α

2+γ
n ≤

≤ min
u∈U

⋂
(un+Mn)

{
(J ′ (un) , u− un)V + 1

2
J ′′ (un) (u− un, u− un)

}
+

+ εn + C0α
2+γ
n , (5.31)

де θn ∈ [0, 1].
Оскiльки u ′ /∈ U∗, то iснує λ > 0 таке, що

min
u∈U

(J ′ (u ′) , u− u ′)V ≤ −2λ < 0. (5.32)

Урахуємо в (5.31) нерiвнiсть

min
u∈U

⋂
(un+Mn)

{
(J ′ (un) , u− un)V + 1

2
J ′′ (un) (u− un, u− un)

}
≤

≤ min
u∈U

⋂
(un+Mn)

(J ′ (un) , u− un)V + C1α
2
n.

Маємо

J (un+1) − J (un) ≤ min
u∈U

⋂
(un+Mn)

(J ′ (un) , u− un)V + εn + C1α
2
n + C0α

2+γ
n .

Iз неперервностi функцiонала ξ 7→ minu∈U (J
′ (ξ) , u− ξ)V випливає iснува-

ння числа δ > 0 такого, що для довiльної точки u ′′ ∈ Oδ (u ′)∩U виконується
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оцiнка
min
u∈U

(J ′ (u ′′) , u− u ′′)V ≤ −λ < 0.

Вiзьмемо 2δ0 < δ, тодi un ∈ B2δ0 (u ′) ⊆ Oδ (u ′). Позначимо через ¯̄un ∈ U
розв’язок задачi мiнiмiзацiї (J ′ (un) , u− un)V → infu∈U.

Нехай ¯̄un ∈ un +Mn. Тодi J (un+1) − J (un) ≤−λ + εn + C1α
2
n + C0α

2+γ
n .

Iснує n ′ > nk0 таке, що для всiх n ≥ n ′: J (un+1) − J (un)≤ −λ
2
.

Якщо ¯̄un /∈ un +Mn, то

J (un+1) − J (un) ≤ −
αn

‖ ¯̄un − un‖V
λ+ εn + C1α

2
n + C0α

2+γ
n ≤

≤ −
λ

diam(U)
αn + εn + C1α

2
n + C0α

2+γ
n =

= −
λ

diam(U)
αn + αn

{
εn

αn
+ C1αn + C0α

1+γ
n

}
.

Звiдки випливає iснування n ′′ > nk0 такого, що для всiх n ≥ n ′′

J (un+1) − J (un) ≤ −
λ

2 · diam(U)
αn.

Iснує n ′′′ ∈ N таке, що αn < λ/2 для всiх n ≥ n ′′′. Отже,

J (un+1) − J (un) ≤ −min

{
1,

λ

2 · diam(U)

}
αn,

для n > ñ = max {n ′, n ′′, n ′′′} > nk0.
Остаточно отримуємо

J (un) − J (unk) ≤ −min

{
1,

λ

2 · diam(U)

} n−1∑
p=nk

αp, n > nk > ñ. (5.33)

Здiйснивши граничний перехiд в нерiвностi (5.33) при n→∞ та врахувавши∑∞
p=1 αp = +∞, отримаємо протирiччя з обмеженiстю на компактнiй множи-

нi U неперервного функцiонала J.
Отже, якщо виконується (5.32), то iснує δ0 > 0 таке, що для всiх k та

δ ∈ (0, δ0]: τk = min
n>nk

{n : ‖un − unk‖V > δ} < +∞. Але, обираючи достатньо

мале δ0 > 0 та велике k0, можна повторити доведення нерiвностi (5.33) для
nk ≤ n ≤ τk. З iншого боку,

δ0 < ‖uτk − unk‖V ≤
τk−1∑
p=nk

‖up+1 − up‖V ≤
τk−1∑
p=nk

αp.
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Ураховуючи останню нерiвнiсть в (5.33), отримуємо

J (uτk) < J (unk) − min

{
1,

λ

2 · diam(U)

}
δ0.

Звiдки маємо lim supk→∞ J (uτk) < lim
k→∞ J (unk).

Покладемо W = J. Умови теореми про збiжнiсть iтерацiйних алгоритмiв
виконуються, а отже, послiдовнiсть (un) має сформульованi властивостi.

Зауваження 5.14. Виникає цiкаве питання про збiжнiсть алгоритму 5.4
до множини U∗∗ ⊆ U∗.

Зауваження 5.15. Серед проаналiзованих iтерацiйних методiв алгоритм
5.4 має найбiльшу обчислювальну складнiсть. На кожнiй iтерацiї методу не-
обхiдно наближено розв’язувати лiнiйно-квадратичну задачу оптимального
керування системою з розподiленими параметрами.

5.3 Моделi алгоритмiв узагальненої оптимiзацiї
лiнiйних систем з передопуклими допустимими
множинами

Ряд задач iмпульсно-точкового керування системами з розподiленими па-
раметрами та задач розмiщення джерел фiзичних полiв породжують екстре-
мальнi задачi з так званими передопуклими обмеженнями.

Нехай E — лiнiйний простiр. Нагадаємо, що множину M ⊆ E називаємо
передопуклою, якщо iснують такi опуклi множини C0, C1,. . . , Cm, що

M = C0\

m⋃
k=1

Ck.

Зауваження 5.16. Нагадаємо, що передопуклi множини, якi можна пред-
ставити у виглядi теоретико-множинної рiзницi двох опуклих множин, було
введено у роботi [161] та використано у [162] для узагальнення методу прое-
кцiї градiєнта. У статтi [141] введено бiльш широкий клас неопуклих множин,
за якими збережено назву передопуклих, i розглянуто модифiкацiю методу
умовного градiєнта мiнiмiзацiї гладких функцiй на цих множинах.

Розглянемо задачу оптимального керування

J (u) = Φ (y (u) , u)→ inf
u∈U
, (5.34)

Ly (u) = F (u) , u ∈ U, (5.35)
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де U — компактна множина допустимих керувань iз скiнченновимiрного гiль-
бертового простору керувань V . Припустимо, що множина U має наступну
структуру

U = G0\

m⋃
k=1

intGk, (5.36)

де G0 — опуклий компакт, G1, G2, . . . , Gm — замкненi опуклi множини, при-
чому fr G1, fr G2, . . . ,fr Gm — регулярнi многовиди. Отже, U — передопукла
множина. Нехай intU 6= ∅.

Вiдмiтимо, що множини вигляду (5.36) природньо виникають в задачах
точкового керування з «забороненими» зонами.

Введемо позначення (k = 1, 2, ...,m):
• Πk (u) — проекцiя точки u ∈ U\Gk на множину Gk;

• nk (u) — вектор зовнiшньої нормалi до Gk у точцi Πk (u);

• Sk (u) = {v ∈ V : (nk (u) , v− Πk (u))V ≥ 0} — дотичний пiвпростiр до
множини Gk у Πk (u);

• P (u) =
⋂m
k=1 Pk (u), де Pk (u) = G0

⋂
Sk (u).

Вiдмiтимо, що P (u) — непорожнiй опуклий компакт i u ∈ P (u).
Будемо вважати, що про гладкiсть елементiв екстремальної задачi (5.34),

(5.35) виконанi стандартнi припущення цього роздiлу.
Для подальшого аналiзу нам потрiбна наступна необхiдна умова мiнiмуму.
Лема 5.1. Нехай ū ∈ U — локально оптимальний розв’язок задачi (5.34),

(5.35). Тодi

min
u∈P(ū)

〈
(F ′ (ū))

∗
p̄+Φ ′2 (y (ū) , ū) , u− ū

〉
V∗,V

= 0, (5.37)

де p̄ = p (ū) ∈W+ — розв’язок рiвняння L +p =Φ ′1 (y (ū) , ū).
Доведення. Оскiльки ū ∈ P (ū) ⊆ U, то керування ū локально оптимальне
на опуклiй множинi P (ū), а (5.37) — класична необхiдна умова локальної
оптимальностi для задачi

J (u) = Φ (y (u) , u)→ inf,

Ly (u) = F (u) , u ∈ P (ū) .

Позначимо через U∗ множину керувань u ∈ U, для яких виконується не-
обхiдна умова мiнiмуму з леми 5.1.

Для розв’язання задачi керування (5.34), (5.35) розглянемо два iтерацiйнi
процеси.
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5.3.1 Метод лiнеаризацiї

Розглянемо модифiкацiю методу умовного градiєнта з роботи [141]. Джере-
ло алгоритму — лема 5.1. Метод iдейно близький до методiв з довiрчою обла-
стю i полягає у розв’язаннi на кожнiй iтерацiї допомiжних задач мiнiмiзацiї
лiнiйних форм на спецiально побудованих компактних опуклих множинах.

Алгоритм 5.5. Метод лiнеаризацiї для передопуклих задач.

1. Обираємо початкове наближення u0 ∈ U. Покладаємо n = 0.

2. Знаходимо yn ∈ H — узагальнений розв’язок рiвняння Lyn = F (un).

3. Знаходимо спряжений стан pn ∈W+ — розв’язок рiвняння

L +pn = Φ ′1 (yn, un) .

4. Будуємо множину P (un) = ∩mk=1Pk (un).

5. Знаходимо ūn ∈ U — розв’язок екстремальної задачi(
(F ′ (un))

∗
pn +Φ

′
2 (yn, un) , u− un

)
V
→ εn− inf

u∈P(un)
.

6. Покладаємо un+1 = un + ρn (ūn − un), де ρn ∈ (0, 1], n := n + 1 i
переходимо на крок 2.

Зауваження 5.17. Наближення un завжди будуть лежати у компонен-
тi зв’язностi множини U, яка мiстить початкове наближення, що ускладнює
при незв’язностi множини U знаходження глобального мiнiмуму J (·), навiть
у випадку опуклостi J (·) (наприклад, колиΦ (·, ·) i F (·) лiнiйнi). У данiй ситу-
ацiї слiд запускати процес з початковими наближеннями з рiзних компонент
зв’язностi.

Зробимо додаткове припущення вiдносно множини U:

∀ u ∈ U : intP (u) 6= ∅. (5.38)

Теорема 5.11. Нехай: виконується умова (5.38); ρn ∈ (0, 1], ρn → 0,∑∞
n=0 ρn = +∞, εn ≥ 0, εn → 0; функцiонал J приймає на множинi U∗

не бiльш нiж злiченну кiлькiсть значень. Тодi всi граничнi точки послi-
довностi (un) утворюють компактну зв’язну пiдмножину в U∗, а числова
послiдовнiсть (J (un)) має границю.

Доведення. За побудовою всi члени послiдовностi (un) належать компакту
U. Далi, ‖un+1 − un‖V = ρn ‖ūn − un‖V ≤ ρndiam (U)→ 0 при n→∞.
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Нехай (unk) — пiдпослiдовнiсть, що збiгається до керування u ′ /∈ U∗.
Покажемо, що iснує таке δ0 > 0, що для всiх k та δ ∈ (0, δ0]: τk =

min
n>nk

{n : ‖un − unk‖V > δ} < +∞. Вiд супротивного. Нехай для всiх δ0 > 0

iснує k0 = k0 (δ0) таке, що
|un − unk0‖V ≤ δ0 для всiх n > nk0. З нерiвностi трикутника випливає, що
un ∈ B2δ0 (u ′) для всiх n > nk0.

Розглянемо

J (un+1) − J (un) = (J ′ (un + θn (un+1 − un)) , un+1 − un)V =

= (J ′ (un) , un+1 − un)V +

+ (J ′ (un + θn (un+1 − un)) − J
′ (un) , un+1 − un)V ≤

≤ ρn (J ′ (un) , ūn − un)V + C0ρ
1+γ
n , (5.39)

де n > nk0, θn ∈ [0, 1].
У нерiвностi (5.39) оцiнимо зверху величину (J ′ (un) , ūn − un)V . Оскiльки

u ′ /∈ U∗, то iснує константа λ > 0 i точка ū ∈ P (u ′) такi, що

(J ′ (u ′) , ū − u ′)V < −2λ < 0.

Iз неперервностi J ′ (·) i скалярного добутку випливає iснування вiдкри-
тих куль Oδ1 (ū) i Oδ2 (u ′) таких, що для довiльних керувань u ′1 ∈Oδ1 (ū),
u ′2 ∈Oδ2 (u ′) має мiсце нерiвнiсть

(J ′ (u ′2) , u
′
1 − u

′
2)V < −λ < 0.

Нехай ũ — довiльна точка множини intP (u ′). Тодi [ũ, ū) ⊂intP (u ′), оскiль-
ки множина P (u ′) опукла та ū ∈ P (u ′). Вiзьмемо довiльну точку ˜̃u ∈
[ũ, ū)∩Oδ1 (ū). За рахунок збiжностi (unk) до точки u ′ при великих номерах
k виконується нерiвнiсть(

J ′ (unk) ,
˜̃u− unk

)
V
< −λ < 0. (5.40)

Оскiльки

˜̃u ∈ [ũ, ū)
⋂
Oδ1 (ū) ⊂ [ũ, ū) ⊂ intP (u ′) =

= int
m⋂
p=1

{
G0
⋂
Sp (u

′)
}
⊂ intSp (u ′) , p = 1,m,

то
(
np (u

′) , ˜̃u− Πp (u
′)
)
V
> 0, p = 1,m.

Вектор np (u), де u ∈ U, неперервний на межi Gp, бо остання є регулярним
многовидом i оператор проектування на множину Gp є неперервним. Тодi в
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силу Πp (unk) −−−→
k→∞ Πp (u

′), p = 1,m, що випливає з unk → u ′ при k → ∞,
та стискаючої властивостi оператора проектування, при великих номерах k
виконуються нерiвностi

(
np (unk) ,

˜̃u− Πp (unk)
)
V
> 0, p = 1,m. А отже,

˜̃u ∈ P (unk) .

Тобто, iснує точка ˜̃u, що при великих k належить множинам P (unk) i така,
що виконується (5.40).

Вiзьмемо 2δ0 < δ2, тодi
(
J ′ (un) , ˜̃u− un

)
V
< −λ < 0 при n > nk0.

Оскiльки

(J ′ (un) , ūn − un)V ≤ min
u∈P(un)

(J ′ (un) , u− un)V + εn,

то
(J ′ (un) , ūn − un)V ≤

(
J ′ (un) , ˜̃u− un

)
V
+ εn < −λ+ εn.

Отже,

J (un+1) − J (un) < −ρnλ+ ρnεn + C0ρ
1+γ
n при n > nk0.

Узявши nk0 достатньо великим, отримаємо

J (un+1) − J (un) < −
λ

2
ρn при n > nk0. (5.41)

Складемо нерiвностi (5.41) при n = nk, r, k > k0

J (ur) − J (unk) < −
λ

2

r−1∑
n=nk

ρn. (5.42)

Здiйснивши граничний перехiд в нерiвностi (5.42) при r → ∞ та врахував-
ши
∑∞

n=nk
ρn = +∞, отримаємо протирiччя з обмеженiстю на компактнiй

множинi U неперервного функцiонала J (·).
Отже, iснує δ0 > 0 таке, що для всiх k i δ ∈ (0, δ0]:

τk = min
n>nk

{n : ‖un − unk‖V > δ} < +∞.
Але, обираючи достатньо маленьке δ0 > 0 та велике k0, можна повторити

доведення оцiнки (5.42) для nk ≤ n ≤ τk. З iншого боку,

δ0 < ‖uτk − unk‖V ≤
τk−1∑
n=nk

‖un+1 − un‖V ≤ diam (U)

τk−1∑
n=nk

ρn.



158 5 Чисельнi методи узагальненої оптимiзацiї

Тому
∑τk−1

n=nk
ρn >

δ0
diam(U) . Враховуючи останню нерiвнiсть в (5.42), отримує-

мо, що

J (uτk) − J (unk) < −
λδ0

2diam (U)
,

звiдки lim supk→∞ J (uτk) < lim
k→∞ J (unk).

Як завжди, покладемо W = J i зiшлемось на теорему про збiжнiсть iтера-
цiйних алгоритмiв.

Придiлимо увагу моделi обчислень з не прямуючою при n → ∞ до нуля
похибкою εn > 0. Будемо вважати, що εn ∈ (0, ε̄].

Введемо множину «майже стацiонарних» керувань

U∗ε̄ =

{
u∗ ∈ U : min

u∈P(u∗)
(J ′ (u∗) , u− u∗)V ≥ −ε̄

}
.

Теорема 5.12. Нехай: виконується умова (5.38); ρn ∈ (0, 1], ρn → 0,∑∞
n=0 ρn = +∞, εn ∈ (0, ε̄]. Тодi згенерована алгоритмом 5.5 послiдовнiсть

(un) має граничнi точки, що належать множинi U∗ε̄.

Доведення. Мiркуємо, як i при доведеннi теорем 5.9 i 5.11. Розглянемо поро-
джену алгоритмом 5.5 послiдовнiсть (un). Нехай (unk) — збiжна до u ′ /∈U∗ε̄
пiдпослiдовнiсть. Доведемо лише iснування δ0 > 0 такого, що для всiх k та
δ ∈ (0, δ0]: τk = min

n>nk
{n : ‖un − unk‖V > δ} < +∞. Вiд супротивного. Нехай

для всiх δ0 > 0 iснує k0 = k0 (δ0) таке, що ‖un−unk0‖V ≤ δ0 для всiх n > nk0.
Тодi un ∈ B2δ0 (u ′) для всiх n > nk0.

Розглянемо

J (un+1) − J (un) ≤ ρn (J ′ (un) , ūn − un)V + C0ρ
1+γ
n , (5.43)

де n > nk0, θn ∈ [0, 1].
У нерiвностi (5.43) оцiнимо величину (J ′ (un) , ūn − un)V . Оскiльки u ′ /∈ U∗ε̄,

то iснує константа λ > 0 i точка ū ∈ P (u ′) такi, що

(J ′ (u ′) , ū − u ′)V < −2λ− ε̄ < 0.

Iз неперервностi J ′ (·) випливає iснування вiдкритих куль Oδ1 (ū) i Oδ2 (u ′)
таких, що для довiльних керувань u ′1 ∈Oδ1 (ū), u ′2 ∈Oδ2 (u ′) має мiсце нерiв-
нiсть

(J ′ (u ′2) , u
′
1 − u

′
2)V < −λ− ε̄ < 0.

Як i в доведеннi теореми 5.11, доводимо iснування точки ˜̃u такої, що при
великих k належить множинам P (unk) i задовольняє нерiвнiсть(

J ′ (unk) ,
˜̃u− unk

)
V
< −λ− ε̄ < 0.
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Вiзьмемо 2δ0 < δ2, тодi
(
J ′ (un) , ˜̃u− un

)
V
< −λ− ε̄ < 0 при n > nk0.

Оскiльки

(J ′ (un) , ūn − un)V ≤ min
u∈P(un)

(J ′ (un) , u− un)V + εn,

то

(J ′ (un) , ūn − un)V ≤
(
J ′ (un) , ˜̃u− un

)
V
+ εn < −λ+ εn − ε̄ ≤ −λ.

Отже,

J (un+1) − J (un) < −ρnλ+ ρnεn + C0ρ
1+γ
n при n > nk0.

Узявши nk0 достатньо великим, отримаємо

J (un+1) − J (un) < −
λ

2
ρn при n > nk0. (5.44)

Складемо нерiвностi (5.44) при n = nk, r, k > k0

J (ur) − J (unk) < −
λ

2

r−1∑
n=nk

ρn. (5.45)

Здiйснивши граничний перехiд у нерiвностi (5.45) при r → ∞ та врахував-
ши
∑∞

n=nk
ρn = +∞, отримаємо протирiччя з обмеженiстю на компактнiй

множинi U неперервного функцiонала J (·).

5.3.2 Модифiкований метод проекцiї градiєнта

Розглянемо алгоритм, у якому на кожному кроцi проводиться наближе-
не проектування (F ′ (un))

∗
pn + Φ ′2 (yn, un) на допомiжну опуклу множину

P (un) ⊆ U. Рiзнi варiанти цiєї процедури дослiджувались в [136,138].

Зауваження 5.18. Необхiдна умова з леми 5.1 рiвносильна рiвностi

ū = ΠP(ū)
(
ū− (F ′ (ū))

∗
p̄−Φ ′2 (y (ū) , ū)

)
,

де ΠP(u) (·) — оператор проектування на множину P (u), p̄ = p (ū) ∈ W+ —
розв’язок рiвняння L +p =Φ ′1 (y (ū) , ū).

Алгоритм 5.6. Модифiкований метод проекцiї градiєнта.

1. Обираємо початкове наближення u0 ∈ U. Покладаємо n = 0.

2. Знаходимо yn ∈ H — узагальнений розв’язок рiвняння Lyn = F (un).
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3. Знаходимо спряжений стан pn ∈W+ — розв’язок рiвняння

L +pn = Φ ′1 (yn, un) .

4. Будуємо множину P (un) = ∩mk=1Pk (un).

5. Знаходимо ūn ∈ U — розв’язок екстремальної задачi(
(F ′ (un))

∗
pn +Φ

′
2 (yn, un) , u− un

)
V
+
1

2
‖u− un‖2V → εn− inf

u∈P(un)
.

6. Покладаємо un+1 = un + ρn (ūn − un), де ρn ∈ (0, 1], n := n + 1 i
переходимо на крок 2.

Алгоритм генерує послiдовностi точок з допустимої множини. Якщо εn =

0, то у випадку ūn = un у точцi un ∈ U виконується необхiдна умова мiнi-
муму. У подальшому будемо припускати, що послiдовнiсть (un) нескiнченна,
тобто, всi її точки лежать за межами множини U∗.

Теорема 5.13. Нехай: виконується умова (5.38); ρn ∈ (0, 1], ρn → 0,∑∞
n=0 ρn = +∞, εn ≥ 0, εn → 0; функцiонал J приймає на множинi U∗ не

бiльш нiж злiченну кiлькiсть значень. Тодi всi граничнi точки породженої
алгоритмом 5.6 послiдовностi (un) утворюють компактну зв’язну пiдмно-
жину в U∗, а числова послiдовнiсть (J (un)) має границю.

Доведення. Подiбне до доведення теореми 5.11 (також див. [136]).

5.4 Умови глобального екстремуму

У даному пунктi ми придiлимо увагу абстрактнiй задачi оптимального ке-
рування у наступнiй постановцi.

Нехай (E, ‖·‖E), (F, ‖·‖F) i (V, ‖·‖V) — банаховi простори. Елементи простору
V грають роль керувань, а елементи простору E — можливi стани системи.
Задано: множину U ⊆ V допустимих керувань, A : E × V → F — оператор,
що описує функцiонування системи, Φ : E× V → R — функцiонал якостi.

Розглянемо екстремальну задачу вигляду

J (u) = Φ (y (u) , u)→ inf
u∈U
, (5.46)

A (y (u) , u) = 0, u ∈ U, (5.47)

де y (u) ∈ E— стан системи, що вiдповiдає керуванню u ∈ U, тобто, розв’язок
операторного рiвняння A (y, u) = 0 при даному u ∈ U.

Наша мета — охарактеризувати глобально оптимальнi керування для за-
дачi (5.46), (5.47). Питаннями iснування тут цiкавитись не будемо.
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Вiдмiтимо, що класичнi умови оптимальностi не тiльки не вiдрiзняють ста-
цiонарнi та локально оптимальнi елементи вiд шуканого глобально оптималь-
ного розв’язку задачi, але й «плутають» останнiй з протилежним екстрему-
мом.

Ми використовуємо евристичний принцип, який можна сформуювати так:

для «регулярних» задач локально оптимальний розв’язок є глобально
оптимальним тодi i тiльки тодi, коли виконуються умови

оптимальностi на всiй лiнiї рiвня, визначенiй цiєю точкою.

Використовуючи сформульований принцип, О. С. Стрекаловський [106–
110] отримав умови глобальної оптимальностi для задач опуклої максимiзацiї
та DC-оптимiзацiї. Найбiльш привабливою рисою цих умов є їх алгоритмiчна
властивiсть, що дозволяє будувати методи пошуку глобального оптимуму.

Припустимо, що виконано умови:

1) U ⊆ V — опукла та замкнена множина;

2) для всiх u ∈ U iснує єдиний розв’язок y = y (u) ∈ E рiвняння

A (y, u) = 0;

3) оператор A : E × V → F має неперервнi у вiдповiдних рiвномiрних опе-
раторних топологiях частиннi похiднi Фреше A ′1 ∈ L (E, F), A ′2 ∈ L (V, F);

4) для всiх u ∈ U оператор A ′1 (y (u) , u) : E → F має неперервний оберне-
ний;

5) функцiоналΦ : E×V → R диференцiйовний за Фреше (Φ ′1 ∈ E∗,Φ ′2 ∈ V∗
— вiдповiднi частиннi похiднi).

Лема 5.2. Нехай виконано умови 2)–5). Тодi функцiонал якостi J : V →
R диференцiйовний за Фреше та його похiдна обчислюється за формулою

〈J ′ (u) , h〉V∗,V = −
〈
(A ′2 (y (u) , u))

∗
p, h

〉
V∗,V

+ 〈Φ ′2 (y (u) , u) , h〉V∗,V , (5.48)

де h ∈ V, p = p (u) ∈ F∗ — спряжений стан — розв’язок операторного
рiвняння

(A ′1 (y (u) , u))
∗
p = Φ ′1 (y (u) , u) .

Доведення полягає у простому застосуваннi теорем про диференцiйовнiсть
неявного вiдображення та похiдну композицiї диференцiйовних вiдображень.

Має мiсце така теорема.
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Теорема 5.14. Нехай для точки u0 ∈ U справджується така умова
«регулярностi»

sup
v∈U
〈J ′ (u) , v− u〉V∗,V > 0 ∀u ∈ U : J (u) = J (u0) . (5.49)

Точка u0 ∈ U є глобально оптимальним розв’язком задачi (5.46), (5.47)
тодi i тiльки тодi, коли для всiх u ∈ U таких, що J (u) = J (u0), виконує-
ться〈
Φ ′2 (y (u) , u) − (A ′2 (y (u) , u))

∗
p, u

〉
V∗,V

=

= min
v∈U

〈
Φ ′2 (y (u) , u) − (A ′2 (y (u) , u))

∗
p, v
〉
V∗,V

, (5.50)

де p = p (u) ∈ F∗ — спряжений стан.

Зауваження 5.19. Вiд нерiвностi (5.49), яка означає iснування напрямкiв
локального зростання у кожнiй точцi множини рiвня {u ∈ U : J (u) = J (u0)},
не можна вiдмовитись. Без цiєї нерiвностi умови (5.50) є лише необхiдними.

Доведення теореми 5.14. Нехай u0 ∈ U — глобально оптимальний розв’язок
задачi (5.46), (5.47). Розглянемо довiльну точку u ∈ U таку, що J (u) = J (u0).
Тодi для всiх v ∈ U i α ∈ (0, 1] маємо

J (u+ α (v− u)) − J (u) ≥ 0.

Перейшовши до границi при α→ +0, отримаємо

〈J ′ (u) , v− u〉V∗,V ≥ 0 ∀v ∈ U,

тобто, для u ∈ U таких, що J (u) = J (u0):〈
Φ ′2 (y (u) , u) − (A ′2 (y (u) , u))

∗
p, v− u

〉
V∗,V
≥ 0 ∀v ∈ U,

що рiвносильно (5.50).
Доведемо тепер достатнiсть умов (5.50) при виконаннi умови «регулярно-

стi» (5.49). Вiд супротивного. Нехай виконуються умови (5.50) та iснує еле-
мент u ′ ∈ U такий, що J (u ′) < J (u0). Розглянемо лебегову множину

L = {v ∈ U : J (v) ≥ J (u0)}

i допомiжну екстремальну задачу

‖v− u ′‖2V → inf
v
, v ∈ L. (5.51)

Задача (5.51) може бути нерозв’язною. Але оскiльки множина L замкнена, то
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за теоремою Екланда [81] для довiльного ε > 0 iснує точка u ′ε ∈ L така, що

‖u ′ε − u ′‖
2
V ≤ ‖v− u

′‖2V + ε ‖v− u ′ε‖V ∀v ∈ L,

тобто, u ′ε ∈ L — розв’язок наступної задачi

‖v− u ′‖2V + ε ‖v− u ′ε‖V → inf
v
, v ∈ L. (5.52)

Доведемо iснування числа ε0 > 0 такого, що J (u ′ε) = J (u0) як тiльки
ε ∈ (0, ε0]. Мiркуємо вiд супротивного. Припустимо, що iснує числова послi-
довнiсть εp → +0 така, що

J
(
u ′p
)
> J (u0) ,

де u ′p = u ′εp. Для α ∈ (0, 1] розглянемо елементи

up,α = u ′p + α
(
u ′ − u ′p

)
.

Зрозумiло, що внаслiдок опуклостi множини U маємо up,α ∈ U. Iз неперерв-
ностi функцiонала J (·) випливає iснування αp ∈ (0, 1] такого, що для всiх
α ∈ (0, αp]

J (up,α) > J (u0) .

Отже, для всiх α ∈ (0, αp]∥∥u ′p − u ′∥∥2V ≤ ‖up,α − u ′‖2V + εp
∥∥up,α − u ′p∥∥V =

= (α− 1)2
∥∥u ′ − u ′p∥∥2V + εpα

∥∥u ′ − u ′p∥∥V .
Звiдки отримуємо нерiвнiсть∥∥u ′p − u ′∥∥V ≤ εp2 +

α

2

∥∥u ′p − u ′∥∥V ∀α ∈ (0, αp] . (5.53)

Спрямувавши в (5.53) параметр α до 0, отримаємо оцiнку∥∥u ′p − u ′∥∥V ≤ εp2 .
Здiйснивши в останнiй нерiвностi граничний перехiд при p→∞ i згадавши,
що J

(
u ′p
)
> J (u0), прийдемо до нерiвностi J (u ′) ≥ J (u0), яка суперечить

вибору u ′ ∈ U.
Отже,

∃ε0 > 0 ∀ε ∈ (0, ε0] : J (u
′
ε) = J (u0) .

Далi розглядаємо ε тiльки з промiжку (0, ε0]. Для задачi мiнiмiзацiї (5.52)
випишемо необхiдну умову мiнiмуму [164], що виконується у точцi u ′ε: iснують
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числа (множники Лагранжа) λ ≥ 0, λ ′ ≥ 0, λ+ λ ′ = 1 такi, що

2λ ‖u ′ε − u ′‖V D ‖u
′
ε − u

′‖V (u− u ′ε)+

+ ελ ‖u− u ′ε‖V − λ ′ 〈J ′ (u ′ε) , u− u ′ε〉V∗,V ≥ 0 ∀u ∈ U,

де D ‖v‖V (h) ∈ R — похiдна за напрямом h ∈ V норми ‖·‖V у точцi v ∈ V .
Покажемо, що λ > 0. Дiйсно, якщо λ = 0, то 〈J ′ (u ′ε) , u− u ′ε〉V∗,V ≤ 0 для

всiх u ∈ U, що суперечить умовi (5.49). Отже, маємо

2 ‖u ′ε − u ′‖V D ‖u
′
ε − u

′‖V (u− u ′ε)+

+ ε ‖u− u ′ε‖V ≥
λ ′

λ
〈J ′ (u ′ε) , u− u ′ε〉V∗,V ∀u ∈ U,

звiдки, пiдставивши u ′ замiсть u, отримаємо

−2 ‖u ′ε − u ′‖
2
V + ε ‖u ′ − u ′ε‖V ≥

λ ′

λ
〈J ′ (u ′ε) , u ′ − u ′ε〉V∗,V ≥ 0,

i, отже, ‖u ′ε − u ′‖V ≤ ε
2
. Спрямовуючи ε до 0, отримуємо, що J (u ′ε)→ J (u ′).

Остаточно, маємо
J (u ′) ≥ J (u0) ,

що суперечить початковому припущенню.

Наведемо декiлька зауважень стосовно умов глобальної оптимальностi для
розглянутих задач.

Вище ми дослiджували питання iснування розв’язкiв екстремальних задач
на передопуклих множинах

f (x)→ inf
x∈X
, (5.54)

де f — дiйсний функцiонал, заданий на банаховому просторi (E, ‖·‖E); мно-
жина X ⊆ E має вигляд X = F0\

⋃m
k=1 Fk, Fk (k = 0,m) — опуклi пiдмножини

простору E. Позначимо через LC множину {x ∈ E : f (x) < C}, а для точки
x ∈ X позначимо через I (x) множину таких k ∈ {1, ...,m}, що x ∈ fr Fk(I (x)
— множина активних у точцi x обернено опуклих обмежень). Має мiсце таке
очевидне твердження.

Твердження 5.1. Для того, щоб точка x̄ ∈ X була розв’язком задачi
(5.54), необхiдно i достатньо виконання умови

F0
⋂
Lf(x̄) ⊆

⋃
k∈I(x̄)

Fk. (5.55)

Вiдштовхуючись вiд (5.55) i використовуючи апарат опуклого аналiзу, мо-
жна прийти до змiстовних умов глобальної оптимальностi (див. [109]).
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Розглянемо екстремальну задачу в метричному просторi. Будемо викори-
стовувати аналог похiдної, який розглядав В. Ф. Дем’янов [165,166].

Нехай (X, ρ) — метричний простiр, f : X→ R — обмежений знизу функцiо-
нал. Маємо задачу мiнiмiзацiї

f (x)→ inf, x ∈ X. (5.56)

Розглянемо вiдображення X � x 7→ df (x) ∈ R:

d f (x) = lim inf
y→x f (y) − f (x)

ρ (y, x)
. (5.57)

Якщо x — iзольована точка простору X, то покладаємо d f (x) = +∞. Iз
(5.57) випливає розклад f (y) = f (x)+d f (x) ρ (y, x)+o (ρ (y, x)) при y→ x,
де lim infy→x o(ρ(y,x))ρ(y,x) = 0.

Твердження 5.2. Нехай x0 ∈ X — точка глобального мiнiмуму функцiо-
нала f. Тодi справджується умова

d f (x) ≥ 0 ∀x ∈ X : f (x) = f (x0) . (5.58)

Виникає цiкава проблема: запропонувати умови регулярностi на множинi
рiвня {x ∈ X : f (x) = f (x0)}, щоб умова (5.58) (чи якась мiнiмально вiдмiнна
умова) була достатньою для глобальної оптимальностi точки x0 ∈ X.

Наприкiнцi вiдмiтимо: якщо метричний простiр (X, ρ) є лiнiйно зв’язним,
а f ∈ C (X), то точка x0 ∈ X не є глобально оптимальним розв’язком за-
дачi (5.56) тодi i тiльки тодi, коли принаймнi одна точка з множини рiвня
{x ∈ X : f (x) = f (x0)} не є локально оптимальним розв’язком (5.56) [111].

5.5 Мiнiмiзуючi послiдовностi та умови другого
порядку

Розглянемо задачу оптимального керування

J (u) = Φ (y (u) , u)→ inf
u∈U
, (5.59)

Ly (u) = F (u) , u ∈ U. (5.60)

Припустимо, що функцiонал Φ : H × V → R диференцiйовний за Фре-
ше i обмежений знизу, оператор F : V → W−

+ диференцiйовний за Фреше, а
множина U ⊆ V замкнена та опукла. Звичайно, задача (5.59), (5.60) може не
мати оптимальних розв’язкiв. Але, на вiдмiну вiд оптимальних, ε-оптимальнi
керування (тобто такi u ′ ∈ U, що J (u ′) ≤ infu∈U J (u) + ε, де ε > 0) зав-
жди iснують у випадку обмеженностi знизу функцiонала якостi. Це робить
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їх важливим об’єктом у нескiнченновимiрних задачах оптимiзацiї, де часто
не виконуються топологiчнi умови, що гарантують iснування оптимальних
розв’язкiв.

Iз варiацiйного принципу Екланда [81,163] випливає твердження.
Теорема 5.15. Нехай U — замкнена опукла пiдмножина банахова про-

стору (V, ‖·‖V), оператор F : V →W−
+ диференцiйовний за Фреше, функцiо-

нал Φ : H × V → R обмежений знизу i диференцiйовний за Фреше, ε > 0.
Припустимо, що керування uε ∈ U має властивiсть J (uε) < infu∈U J (u)+ε.
Тодi для довiльного δ > 0 iснує керування u0 ∈ U таке, що

‖u0 − uε‖V ≤ δ, J (u0) ≤ J (uε) ,〈
(F ′ (u0))

∗
p0 +Φ

′
2 (y0, u0) , u− u0

〉
V∗,V

+
ε

δ
‖u− u0‖V ≥ 0 ∀ u ∈ U,

де y0 = y (u0) ∈ H — узагальнений розв’язок рiвняння Ly0 = F (u0), p0 =

p (u0) ∈W+ — розв’язок рiвняння L+p0 = Φ
′
1 (y0, u0).

Доведення. Функцiонал якостi J (·) неперервний на U. Тому за варiацiйним
принципом Екланда iснує керування u0 ∈ U таке, що

‖u0 − uε‖V ≤ δ; J (u0) ≤ J (uε) ;

J (u0) < J (u) +
ε

δ
‖u− u0‖V ∀ u ∈ U\ {u0} .

Пiдставимо у останню нерiвнiсть замiсть u керування u0 + τ (u− u0) ∈ U
(u ∈ U, τ ∈ (0, 1)):

J (u0 + τ (u− u0)) − J (u0) + τ
ε

δ
‖u− u0‖V > 0.

Роздiлимо нерiвнiсть на τ та перейдемо до границi при τ→ 0. Отримаємо

〈J ′ (u0) , u− u0〉V∗,V +
ε

δ
‖u− u0‖V ≥ 0 ∀ u ∈ U.

Далi посилаємось на теорему 5.1.
Зауваження 5.20. Нерiвностi з теореми 5.15 природно називати умовами

субоптимальностi.
Iз теореми 5.15 випливає iснування мiнiмiзуючих послiдовностей задачi

(5.59), (5.60) з граничною поведiнкою, що узагальнює необхiднi умови опти-
мальностi першого порядку.
Наслiдок 5.1. Нехай виконуються умови теореми 5.15 та множина U

обмежена. Тодi iснує мiнiмiзуюча послiдовнiсть керувань un ∈ U така, що

lim inf
n→∞

〈
(F ′ (un))

∗
pn +Φ

′
2 (yn, un) , u− un

〉
V∗,V
≥ 0 ∀ u ∈ U,
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де yn ∈ H — узагальнений розв’язок рiвняння Lyn = F (un), pn ∈ W+ —
розв’язок рiвняння L +pn = Φ ′1 (yn, un).

Доведення. Розглянемо послiдовнiсть vn ∈ U таку, що

J (vn) < inf
u∈U

J (u) + 1
n
.

Покладемо ε = 1
n

i δ =
√

1
n
; скористаємось теоремою 5.15. У результатi

отримаємо послiдовнiсть un ∈ U таку, що

‖un − vn‖V ≤
√

1
n
, J (un) ≤ J (vn) ,〈

(F ′ (un))
∗
pn +Φ

′
2 (yn, un) , u− un

〉
V∗,V

+
√

1
n
‖u− un‖V ≥ 0 ∀ u ∈ U,

де yn ∈ H — узагальнений розв’язок рiвняння Lyn = F (un), pn ∈ W+ —
розв’язок рiвняння L+pn = Φ ′1 (yn, un). Спрямувавши номер n до нескiнчен-
ностi та ураховуючи обмеженiсть множини U, отримуємо бажану «варiацiй-
ну» нерiвнiсть.

У наступнiй теоремi ми отримаємо варiацiйний принцип, який дозволить
сформулювати умови субоптимальностi другого порядку.

Теорема 5.16. Нехай (E, ‖·‖E) — рефлексивний банахiв простiр, X ⊆
E — замкнена у топологiї σ (E, E∗) множина, f : E → R — σ (E, E∗)-
напiвнеперервний знизу обмежений знизу на X функцiонал, ε > 0, δ > 0

i p ≥ 1. Припустимо, що точка x0 ∈ X має властивiсть

f (x0) < inf
X
f+ ε. (5.61)

Тодi iснує точка y0 ∈ X така, що

f (y0) +
ε

δp
‖y0 − x0‖pE ≤ f (x) +

ε

δp
‖x− x0‖pE ∀x ∈ X, (5.62)

‖y0 − x0‖E ≤ 2δ, (5.63)

f (y0) +
ε

δp
‖y0 − x0‖pE < inf

X
f+ ε. (5.64)

Доведення. Розглянемо множину Xδ = {x ∈ X : ‖x− x0‖E ≤ 2δ}. Iз рефле-
ксивностi простору (E, ‖·‖E) випливає σ (E, E∗)-компактнiсть множини Xδ ⊆
E. Функцiонал E � x 7→ f (x) + ε

δp
‖x− x0‖pE -напiвнеперервний знизу вiдносно

топологiї σ (E, E∗). Тому iснує точка y0 ∈ Xδ така, що

f (y0) +
ε

δp
‖y0 − x0‖pE ≤ f (x) +

ε

δp
‖x− x0‖pE ∀x ∈ Xδ.
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Покажемо, що точка y0 задовольняє (5.62) (локалiзацiя (5.63) має мiсце за
побудовою). Нехай x ∈ X та ‖x− x0‖E > 2δ. Тодi маємо

f (x) +
ε

δp
‖x− x0‖pE > f (x) + 2

pε ≥

≥ inf
X
f+ 2pε > f (x0) + (2p − 1) ε ≥ f (y0) +

ε

δp
‖y0 − x0‖pE .

Отже,
f (y0) +

ε

δp
‖y0 − x0‖pE = min

x∈X

{
f (x) +

ε

δp
‖x− x0‖pE

}
.

Iз нерiвностi
f (y0) +

ε

δp
‖y0 − x0‖pE < f (x0)

i (5.61) випливає (5.64).

Доведемо, що банахiв простiр (E, ‖·‖E), у якому виконується варiацiйний
принцип теореми 5.16 з p > 1, обов’язково є рефлексивним.

Теорема 5.17. Нехай (E, ‖·‖E) — банахiв простiр, у якому виконується
твердження теореми 5.16 з p > 1. Тодi простiр (E, ‖·‖E) рефлексивний.

Доведення. Нехай банахiв простiр (E, ‖·‖E) нерефлексивний. Тодi за вiдомою
теоремою Джеймса [167] iснує функцiонал φ ∈ E∗ такий, що ‖φ‖E∗ = 1 i
〈φ, x〉E∗,E < 1 ∀x ∈ B1 (E). Розглянемо невiд’ємний та σ (E, E∗)-неперервний
функцiонал

E � x 7→ f (x) = e〈φ,x〉E∗,E.

Покажемо, що для ε > 0, p > 1 i x0 ∈ E функцiонал E � x 7→ f (x)+ε ‖x− x0‖pE
не досягає свого мiнiмуму на E. Маємо

f (x) + ε ‖x− x0‖pE = αe
〈φ,x−x0〉E∗,E + ε ‖x− x0‖pE ,

де α = e〈φ,x0〉E∗,E. Звiдси

inf
x∈E

{f (x) + ε ‖x− x0‖pE} = inf
y∈E

{
αe〈φ,y〉E∗,E + ε ‖y‖pE

}
=

= inf
R≥0

inf
y∈SR(E)

{
αe〈φ,y〉E∗,E + ε ‖y‖pE

}
=

= inf
R≥0

{
α inf
y∈SR(E)

e〈φ,y〉E∗,E + εRp
}

= min
R≥0

{
αe−R + εRp

}
.

Оскiльки функцiя
R 7→ αe−R + εRp

досягає мiнiмуму на [0,+∞) у деякiй точцi R0 > 0, для всiх R > 0 не iснує
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точок y ∈ E таких, що ‖y‖E = R i e〈φ,y〉E∗,E = e−R, то задача

f (x) + ε ‖x− x0‖pE → inf
x∈E

не має розв’язкiв. Цим i доводимо теорему.

Припустимо, що простiр керувань (V, ‖·‖V) гiльбертiв (канонiчно отото-
жнимо V зi своїм спряженим). Тодi функцiонал ‖·‖2V двiчi диференцiйовний
за Фреше, i ми можемо отримати за допомогою теореми 5.16 умови субопти-
мальностi другого порядку та довести iснування мiнiмiзуючих послiдовно-
стей, що задовольняють секвенцiйний аналог умов другого порядку.

Розглянемо задачу (5.59), (5.60), де:

1) U — замкнена опукла пiдмножина гiльбертового простору (V, ‖·‖V);

2) оператор F : V → W−
+ слабко неперервний та двiчi диференцiйовний за

Фреше;

3) функцiоналΦ : H×V → R напiвнеперервний знизу у слабких топологiях
просторiв H та V , обмежений знизу, двiчi диференцiйовний за Фреше.

Теорема 5.18. Нехай виконано умови 1), 2) i 3), ε > 0. Припустимо,
що керування uε ∈ U має властивiсть J (uε) < infu∈U J (u) + ε. Тодi для
довiльного δ > 0 iснує керування u0 ∈ U таке, що

‖u0 − uε‖V ≤ 2δ, J (u0) +
ε

δ2
‖u0 − uε‖2V < inf

u∈U
J (u) + ε; (5.65)

(
(F ′ (u0))

∗
p0 +Φ

′
2 (y0, u0) , u− u0

)
V
+

+
2ε

δ2
(u0 − uε, u− u0)V ≥ 0 ∀ u ∈ U; (5.66)

якщо u ∈ U: u − u0⊥ (F ′ (u0))
∗
p0 +Φ

′
2 (y0, u0) +

2ε
δ2
(u0 − uε) (⊥ — ортого-

нальнiсть), то

〈F ′′ (u0) (u− u0, u− u0) , p0〉++

+Φ ′′11 (y0, u0) (zu, zu) + 2Φ
′′
12 (y0, u0) (zu, u− u0)+

+Φ ′′22 (y0, u0) (u− u0, u− u0) +
2ε

δ2
(u− u0, u− u0)V ≥ 0, (5.67)

де y0 = y (u0) ∈ H — розв’язок рiвняння Ly0 = F (u0), p0 = p (u0) ∈ W+

— розв’язок рiвняння L +p0 = Φ ′1 (y0, u0), zu ∈ H — розв’язок рiвняння
Lzu = F ′ (u0)u− F ′ (u0)u0.
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Доведення. За теоремою 5.16 iснує керування u0 ∈ U таке, що виконується
(5.65) i на якому досягається infu∈U

{
J (u) + ε

δ2
‖u− uε‖2V

}
. Для доведення

(5.65) i (5.66) застосовуємо до задачi

J (u) + ε
δ2
‖u− uε‖2V → inf

u∈U

у точцi u0 ∈ U вiдомi необхiднi умови оптимальностi другого порядку.

У випадку вiдсутностi обмежень на керування маємо таке твердження.

Теорема 5.19. Нехай U = V i виконуються умови 2), 3), ε > 0. Припу-
стимо, що керування uε ∈ V має властивiсть J (uε) < infu∈V J (u) + ε. Тодi
для довiльного δ > 0 iснує керування u0 ∈ V таке, що

‖u0 − uε‖V ≤ 2δ, J (u0) +
ε

δ2
‖u0 − uε‖2V < inf

u∈V
J (u) + ε; (5.68)

(F ′ (u0))
∗
p0 +Φ

′
2 (y0, u0) +

2ε
δ2
(u0 − uε) = 0; (5.69)

〈F ′′ (u0) (v, v) , p0〉+ +Φ ′′11 (y0, u0) (zv, zv) + 2Φ
′′
12 (y0, u0) (zv, v)+

+Φ ′′22 (y0, u0) (v, v) +
2ε

δ2
‖v‖2V ≥ 0 ∀ v ∈ V, (5.70)

де y0 = y (u0) ∈ H — розв’язок рiвняння Ly0 = F (u0), p0 = p (u0) ∈ W+ —
розв’язок рiвняння L +p0 = Φ ′1 (y0, u0), zv ∈ H — розв’язок рiвняння Lzv =
F ′ (u0) v.

Доведення. Аналогiчне доведенню теореми 5.18.

Iз теореми 5.19 легко отримати для випадку U = V iснування мiнiмiзую-
чих послiдовностей керувань, що задовольняють певний секвенцiйний аналог
необхiдних умов оптимальностi другого порядку.

Теорема 5.20. Нехай U = V i виконуються умови 2), 3), ε > 0. Тодi
iснує мiнiмiзуюча послiдовнiсть керувань un ∈ V така, що

(F ′ (un))
∗
pn +Φ

′
2 (yn, un)→ 0 сильно в V ; (5.71)

lim inf
n→∞ {〈F ′′(un)(v, v), pn〉+ +Φ ′′11(yn, un)(zn,v, zn,v)+

+ 2Φ ′′12(yn, un)(zn,v, v) +Φ
′′
22(yn, un)(v, v)} ≥ 0 ∀ v ∈ V, (5.72)

де yn = y (un) ∈ H — розв’язок рiвняння Lyn = F (un), pn = p (un) ∈ W+

— розв’язок рiвняння L +pn = Φ ′1 (yn, un), zn,v ∈ H — розв’язок рiвняння
Lzn,v = F ′ (un) v.
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Доведення. Розглянемо послiдовнiсть керувань vn ∈ V таку, що

J (vn) < inf
u∈U

J (u) + 1
n2
.

Покладемо ε = 1
n2

i δ =
√

1
n
; скористаємось теоремою 5.19. У результатi

отримаємо послiдовнiсть un ∈ V таку, що

‖un − vn‖V ≤ 2
√

1
n
, (5.73)

J (un) < inf
u∈V

J (u) + 1
n2
,

(F ′ (un))
∗
pn +Φ

′
2 (yn, un) +

2
n
(un − vn) = 0, (5.74)

〈F ′′ (un) (v, v) , pn〉+ +Φ ′′11 (yn, un) (zn,v, zn,v)+

+ 2Φ ′′12 (yn, un) (zn,v, v) +Φ
′′
22 (yn, un) (v, v) ≥ − 2

n
‖v‖2V ∀ v ∈ V, (5.75)

де yn = y (un) ∈ H — розв’язок рiвняння Lyn = F (un), pn = p (un) ∈ W+

— розв’язок рiвняння L+pn = Φ ′1 (yn, un), zn,v ∈ H — розв’язок рiвняння
Lzn,v = F ′ (un) v.

Iз (5.73) i (5.74) випливає виконання для мiнiмiзуючої послiдовностi (un)
спiввiдношення ∥∥(F ′ (un))∗ pn +Φ ′2 (yn, un)∥∥V ≤ 4

n3/2
,

тобто, має мiсце (5.71).
Спрямувавши у нерiвностi (5.75) номер n до нескiнченностi, отримаємо

нерiвнiсть (5.72).

На цьому ми закiнчуємо дослiдження граничної поведiнки мiнiмiзуючих
послiдовностей допустимих керувань задач оптимiзацiї лiнiйних розподiлених
систем з узагальненими впливами.
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Роздiл 6

Векторна оптимiзацiя лiнiйних розподiлених
систем з узагальненим керуванням

Теорiя задач багатокритерiальної (векторної) оптимiзацiї є одним iз тих
роздiлiв сучасної теорiї екстремальних задач, який iнтенсивно розвивається
в останнi десятилiття [168–175]. Дослiдженню проблем векторної оптимiза-
цiї та пошуку ефективних методiв їх розв’язання присвячено надзвичайно
багато лiтератури. Завдяки багатогранностi вимог, якi повсякчас висуваю-
ться до результатiв нашої дiяльностi, багатокритерiальнi за-дачi є одними з
основних в економiчних та суспiльних застосуваннях. Мабуть, вперше ма-
тематичну проблему векторної оптимiзацiї було поставлено iталiйським еко-
номiстом Вiлфредо Парето (1848-1923) при дослiдженнi процесiв товарооб-
мiну. Не випадково саме в рамках математичної економiки сформулюва-
лося одне з ключових для проблеми багатокритерiального вибору поняття
Парето-оптимальностi, яке лежить в основi сучасних уявлень про кооператив-
ну економiчну ефективнiсть. Зараз основнi зусилля вчених концентруються
на розробцi таких традицiйних для теорiї оптимiзацiї напрямкiв, як теореми
iснування оптимальних розв’язкiв [176–178], умови оптимальностi [179–181],
двоїстiсть в задачах векторної оптимiзацiї [182, 183], стiйкiсть оптимальних
розв’язкiв [184, 185]. Значну частину дослiджень присвячено проблемi ска-
ляризацiї [186–188], що можна пояснити тим, що зведення задачi векторної
оптимiзацiї до задачi або родини задач скалярної оптимiзацiї вiдкриває шлях
для використання у векторнiй оптимiзацiї арсеналу добре розроблених аналi-
тичних i чисельних методiв скалярної оптимiзацiї. Вiдмiтимо статтю [189], де
автори виклали плiдну iдею побудови iтерацiйних алгоритмiв для задач по-
шуку оптимуму за Парето для гладких вектор-функцiй. У роботах [85,86,92]
вивчались проблеми нелiнiйного аналiзу, що є важливими для розвитку ме-
тодiв дослiдження задач векторної оптимiзацiї.

Задачам оптимального керування зосередженими та розподiленими систе-
мами з векторними критерiями присвячено роботи [168, 171, 181, 190–195].
У роботах [190–192] дослiджувались задачi пошуку рiвноваги за Нешем, а
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в [193–195] — лiнiйно-квадратичнi задачi Парето-оптимiзацiї. Окремо вiдмi-
тимо роботу А. Бенсусана, Ж.-Л. Лiонса, Р. Темама [196], яка мiстить ряд
принципових постановок задач та пiдходiв до їх розв’язання.

Мета роздiлу — розвинути теорiю iснування та необхiдних умов оптималь-
ностi для задач оптимального керування з векторним критерiєм якостi си-
стемами, що описуються рiвняннями математичної фiзики з узагальненими
впливами [130, 139]. Увагу придiлено побудовi i дослiдженню збiжностi ме-
тодiв розв’язання задач векторної оптимiзацiї лiнiйних розподiлених систем.
Дослiджено поняття (K, e, ε)-апроксимацiйної ефективностi. Ґрунтуючись на
векторному варiантi класичного варiацiйного принципу Екланда, доведено
умови (K, e, ε)-апроксимацiйної ефективностi допустимих керувань у вигля-
дi варiацiйних включень. Запропоновано методи розв’язання задач векторної
оптимiзацiї лiнiйних розподiлених систем з узагальненим керуванням. Дове-
дено збiжнiсть алгоритмiв iз похибками в iтерацiйних пiдзадачах.

Основний матерiал роздiлу був ранiше опублiкований у статтях [197,198].

6.1 Постановка задач та допомiжнi результати

Нехай W1, W2, H1, H2 i H — п’ять просторiв Гiльберта над полем R. По-
значимо вiдповiдно через ‖·‖W1, ‖·‖W2, ‖·‖H1, ‖·‖H2, ‖·‖H норми вW1,W2, H1,
H2 i H, а через (·, ·)W1, (·, ·)W2, (·, ·)H1, (·, ·)H2, (·, ·)H — вiдповiднi скалярнi
добутки. Нехай

• вкладення Wi в Hi, Hi в H неперервнi та щiльнi;

• простiр Hi промiжний мiж Wi та H, i = 1, 2 [199].

Ототожнимо простiр H зi спряженим до нього простором. НехайW−
1 ,W

−
2 ,

H−
1 i H−

2 — простори, спряженi вiдповiдно до W1, W2, H1 i H2. Тодi H можна
ототожнити з деякими пiдпросторами в W−

1 , W
−
2 , H

−
1 i H−

2 . Приходимо до
двох ланцюжкiв гiльбертових оснащень

W1 ⊆ H1 ⊆ H ⊆ H−
1 ⊆W

−
1 , W2 ⊆ H2 ⊆ H ⊆ H−

2 ⊆W
−
2 ,

причому кожен простiр щiльний в наступному i вкладення неперервнi.
Нехай функцiонування деякої системи описується вiдомим нам лiнiйним та

неперервним оператором
L ∈ L

(
W1,W

−
2

)
i заданi простiр керувань — гiльбертiв простiр V , ототожнений зi своїм спря-
женим, i вiдображення (нелiнiйне) F : V →W−

2 .
Через L + позначимо H-спряжений до L оператор, тобто L + ∈ L

(
W2,W

−
1

)
i 〈Ly, p〉W−

2 ,W2
= 〈y,L +p〉W1,W−

1
для y ∈W1, p ∈W2.
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Для кожного керування u ∈ V стан системи y = y (u) визначається як
узагальнений розв’язок операторного рiвняння

Ly = F (u) , (6.1)

тобто, y ∈ H1 — елемент, що задовольняє тотожнiсть〈
y,L +p

〉
H1,H

−
1

= 〈F (u) , p〉W−
2 ,W2

∀ p ∈W2 : L +p ∈ H−
1 .

Припустимо, що виконуються апрiорнi оцiнки

‖y‖H1 ≤ c ‖Ly‖W−
2
∀ y ∈W1, (6.2)

‖p‖H2 ≤ c
∥∥L +p

∥∥
W−
1

∀ p ∈W2. (6.3)

Має мiсце наступна теорема [130].

Теорема 6.1. Якщо справджуються апрiорнi оцiнки (6.2), (6.3), то для
довiльного f ∈ H−

2 iснує єдиний розв’язок y ∈W1 операторного рiвняння

Ly = f, (6.4)

а для f ∈ W−
2 iснує єдиний узагальнений розв’язок y ∈ H1 рiвняння (6.4).

При цьому лiнiйне вiдображення f 7→ y неперервне у вiдповiдних топологiях.

Зауваження 6.1. Аналогiчний факт має мiсце i для спряженого рiвняння
L +p = g. Доведення апрiорних оцiнок вигляду (6.2), (6.3) для багатьох класiв
диференцiальних операторiв наведено в [130,199].

Зауваження 6.2. Справедливi твердження [130, 199]: звичайний (класи-
чний) розв’язок рiвняння (6.4) є узагальненим; якщо узагальнений розв’язок
y ∈ H1 рiвняння (6.4) належить просторуW1, то вiн є звичайним розв’язком;
якщо y ∈ H1 — узагальнений розв’язок рiвняння (6.4) iз правою частиною
f ∈ R (L), то y ∈W1 i є звичайним розв’язком.

Згiдно теореми 6.1 рiвняння (6.1) однозначно визначає стан системи y (u).
Крiм того, нехай задано спостереження

zi (u) = Ciy (u) , i = 1,m,

де Ci ∈ L (H1, Ei), Ei — деякi гiльбертовi простори, канонiчно ототожненi зi
своїми спряженими.

Кожному керуванню u ∈ V вiдповiдає значення векторного критерiю яко-
стi

J (u) =

 1
2
‖ C1y (u) − a1‖2E1

· · ·
1
2
‖Cmy (u) − am‖2Em

 ,



175

де ai ∈ Ei, i = 1,m — заданi елементи.
Припустимо, що у просторi Rm задано гострий замкнений опуклий конус

K з непорожньою внутрiшнiстю, тобто множину, що задовольняє такi умови:

• −K
⋂
K = {0} (гострота);

• λK ⊆ K (λ ≥ 0) (конус);

• K+ K ⊆ K (опуклiсть конуса);

• clK = K, intK 6= ∅.

Позначимо K∗ = {k∗ ∈ Rm : (k∗, k)Rm ≥ 0 ∀k ∈ K} — невiд’ємний спряже-
ний до K конус, причому intK∗ 6= ∅ завдяки гостротi конуса K [200].

Нехай у просторi V задано множину допустимих керувань U ⊆ V .
Задача полягає у пошуку допустимих керувань u ∈ U таких, що

J (v) /∈ J (u) − (K\ {0}) ∀ v ∈ U. (6.5)

Допустимi керування, що задовольняють (6.5), називаємо ефективними або
оптимальними за Парето [175], а множину таких керувань позначимо EK (U).
Задачу знаходження елементiв EK (U) будемо позначати

J (u)→ K-min,

Ly = F (u) , u ∈ U.

Крiм знаходження елементiв множини EK (U), будемо розглядати класи-
чнi задачi пошуку строго та слабко ефективних (оптимальних за Слейтером)
допустимих керувань [175], визначених вiдповiдно так:

u ∈ SEK (U)⇔ J (v) /∈ J (u) − K ∀ v ∈ U\ {u} , (6.6)

u ∈WEK (U)⇔ J (v) /∈ J (u) − intK ∀ v ∈ U. (6.7)

Задачi знаходження елементiв множин SEK (U) iWEK (U) будемо вiдповiд-
но позначати таким чином{

J (u)→ K-s-min,
Ly = F (u) , u ∈ U,

{
J (u)→ K-w-min,
Ly = F (u) , u ∈ U.

Якщо у формулах (6.5)-(6.7) замiсть множини U поставити перетин U ∩
O (u), де O (u) — деякий окiл точки u, то допустиме керування u буде-
мо називати вiдповiдно локально ефективним, локально строго ефективним
i локально слабко ефективним. Позначимо вiдповiднi множини locEK (U),
locSEK (U) i locWEK (U).
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Очевидно, що
SEK (U) ⊆ EK (U) ⊆WEK (U)

та
locSEK (U) ⊆ locEK (U) ⊆ locWEK (U) .

Отже, якщо SEK (U) 6= ∅, то непорожнi й iншi з описаних тут ефективних
множин, а необхiдна умова локальної слабкої ефективностi буде необхiдною
умовою локальної ефективностi та локальної строгої ефективностi.

Розглянемо питання iснування та скiнченновимiрної апроксимацiї ефектив-
них керувань.

6.2 Теореми iснування та апроксимацiї

Використавши класичний принцип Вейєрштрасса–Гiльберта

компактнiсть + (напiв) неперервнiсть = iснування,

одержимо такi результати.

Теорема 6.2. Нехай виконано умови:

1) Rm+ ∩ intK∗ 6= ∅;

2) U — слабко компактна пiдмножина простору Гiльберта V;

3) F : V → W−
2 — слабко неперервний оператор (тобто, F : V → W−

2

неперервний як оператор, дiючий iз простору V з слабкою топологiєю
у простiр W−

2 також з слабкою топологiєю).

Тодi множина ефективних керувань EK (U) непорожня.

Доведення. Використаємо класичний у багатокритерiальнiй оптимiзацiї ме-
тод скаляризацiї за допомогою лiнiйної згортки [175]. З 1) випливає iснування
такого вектору k∗ ∈ Rm+ = {k = (k1, ..., km) ∈ Rm : k1 ≥ 0, ..., km ≥ 0}, що

(k∗, k)Rm > 0 ∀k ∈ K\ {0} .

Доведемо iснування розв’язкiв екстремальної задачi

(k∗, J (u))Rm → inf
u∈U

Ly = F (u) , u ∈ U.
Розглянемо мiнiмiзуючу послiдовнiсть (up) допустимих керувань, тобто,

up ∈ U, lim
p→∞ (k∗, J (up))Rm = inf

u∈U
(k∗, J (u))Rm .
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Оскiльки U — слабко компактна множина, то можна вважати, що

up → u∗ ∈ U слабко в V.

З урахуванням слабкої неперервностi оператора F : V → H−
2 маємо, що

F (up)→ F (u∗) слабко в W−
2 ,

зокрема, послiдовнiсть елементiв F (up) обмежена у просторi W−
2 .

Iз теореми 6.1 випливає, що для довiльного p ∈ N iснує єдиний елемент
yp = y (up) ∈ H1 такий, що 〈yp,L +p〉H1,H−

1
= 〈F (up) , p〉W−

2 ,W2
∀ p ∈ W2 :

L +p ∈ H−
1 , i ‖yp‖H1 ≤ c ‖F (up)‖W−

2
. Послiдовнiсть (yp) обмежена у просто-

рi H1, а отже, з неї можна видiлити пiдпослiдовнiсть (яку знову позначимо
(yp)), слабко збiжну у просторi H1 до елемента y∗ ∈ H1. Здiйснивши у вище-
наведенiй тотожностi граничний перехiд при p→∞, одержимо〈

y∗,L +p
〉
H1,H

−
1

= 〈F (u∗) , p〉W−
2 ,W2

∀ p ∈W2 : L +p ∈ H−
1 ,

тобто, y∗ ∈ H1 — узагальнений розв’язок (6.1), що вiдповiдає керуванню
u∗ ∈ U. З огляду на слабку напiвнеперервнiсть знизу функцiонала

H1 � y 7→ 1
2

m∑
i=1

k∗i ‖Ciy− ai‖2Ei

маємо
(k∗, J (u∗))Rm ≤ lim inf

p→∞ (k∗, J (up))Rm = inf
u∈U

(k∗, J (u))Rm .

Покажемо, що u∗ ∈ EK (U). Вiд супротивного. Припустимо, що iснує керу-
вання v ∈ U таке, що J (v)− J (u∗) ∈ −(K\ {0}). Тодi згiдно з вибором вектора
k∗ маємо

(k∗, J (v))Rm < (k∗, J (u∗))Rm .

Отримане протирiччя доводить теорему.

Аналогiчно доводиться

Теорема 6.3. Нехай виконано умови:

1) U — компактна пiдмножина простору Гiльберта V;

2) F : V → H−
2 — неперервний оператор.

Тодi множина ефективних керувань EK (U) непорожня.

Зауваження 6.3. У загальному некомпактному випадку множини допу-
стимих керувань U ⊆ V множина ефективних розв’язкiв EK (U) може бу-
ти порожньою. Однак, вiдповiдним чином послабивши поняття ефективного



178 6 Векторна оптимiзацiя лiнiйних розподiлених систем

розв’язку, можна одержати деякi змiстовнi результати про iснування розв’яз-
кiв i в цiй ситуацiї, що буде зроблено нижче.

Природна та широко вживана iдея розв’язування задач нескiнченновимiр-
ної оптимiзацiї полягає у зведеннi їх до скiнченновимiрних екстремальних
задач. Розглянемо апроксимацiю задачi (6.5) сингулярного векторного опти-
мального керування скiнченновимiрною задачею.

Припустимо, що V — сепарабельний простiр Гiльберта. Тодi iснує послi-
довнiсть лiнiйних скiнченновимiрних пiдпросторiв (Vs) простору V , яка за-
довольняє умову граничної щiльностi: lims→∞ infu ′∈Vs ‖u ′ − u‖V = 0 (u ∈ V).

Зауваження 6.4. Сепарабельнiсть простору V вимагається заради про-
стоти. У загальному випадку слiд просто узяти гранично щiльну монотонну
сiть скiнченновимiрних пiдпросторiв.

Нехай U — слабко компактна пiдмножина простору керувань V . Розгля-
немо послiдовнiсть (Us) замкнених опуклих пiдмножин Vs, що рiвномiрно
по s обмеженi в нормi простору V та апроксимують множину допустимих
керувань U у наступному розумiннi [147]:

∀u ∈ U ∃us ∈ Us : us −−−→
s→∞ u сильно в V, (6.8)

∀u ∈ V, us ∈ Us : us −−−→
s→∞ u слабко в V ⇒ u ∈ U. (6.9)

Задачу (6.5), тобто,
J (u)→ K-min, (6.10)

Ly = F (u) , u ∈ U (6.11)

апроксимуємо наступною задачею

J (u)→ K-min, (6.12)

Ly = F (u) , u ∈ Us ⊆ Vs ⊆ V. (6.13)

Має мiсце

Твердження 6.1. Нехай Rm+ ∩ intK∗ 6= ∅ i вiдображення F : V → W−
2

слабко неперервне. Тодi для кожного s ∈ N множина EK (Us) ефективних
розв’язкiв задачi (6.12), (6.13) непорожня.

Вiзьмемо довiльний вектор k∗ ∈ Rm+∩intK∗ 6= ∅ та розглянемо екстремальнi
задачi

(k∗, J (u))Rm → inf, (6.14)

Ly = F (u) , u ∈ Us ⊆ Vs ⊆ V (6.15)



179

та
(k∗, J (u))Rm → inf, (6.16)

Ly = F (u) , u ∈ U. (6.17)

Зрозумiло, що (6.14), (6.15) i (6.16), (6.17) мають розв’язки, причому всi
вони належать множинам EK (Us) i EK (U) вiдповiдно.

Припустимо, що

оператор F : V →W−
2 неперервний та слабко неперервний. (6.18)

Нехай ū ∈ U ∩ EK (U) — деяке оптимальне керування системою (6.16),
(6.17), а (ūs): ūs ∈ Us∩EK (Us) — послiдовнiсть розв’язкiв задач (6.14), (6.15).
Тодi за умовою (6.8) iснує послiдовнiсть us ∈ Us така, що ‖us − ū‖V → 0 при
s→∞.

Через сильну неперервнiсть оператора F : V →W−
2 маємо

‖F (us) − F (ū)‖W−
2
→ 0 при s→∞. (6.19)

З (6.19) та нерiвностi

‖ys − ȳ‖H1 ≤ C ‖F (us) − F (ū)‖W−
2
,

де ys = y (us) ∈ H1, ȳ = y (ū) ∈ H1 — узагальненi розв’язки рiвняння стану
системи (6.1), якi вiдповiдають керуванням us, ū, випливає, що ‖ys − ȳ‖H1 →
0 при s→∞. Оскiльки функцiонал

H1 � y 7→ 1
2

m∑
i=1

k∗i ‖Ciy− ai‖2Ei (6.20)

є сильно неперервним, то

lim sup
s→∞ (k∗, J (ūs))Rm ≤ lim

s→∞ (k∗, J (us))Rm =

= (k∗, J (ū))Rm = inf
u∈U

(k∗, J (u))Rm . (6.21)

Розглянемо послiдовнiсть (ūs). Множини Us рiвномiрно по s обмеженi у
гiльбертовому просторi V . Отже, iснує пiдпослiдовнiсть (ūsk) i елемент u ′ ∈ V
такi, що ūsk → u ′ слабко в V .

Iз апроксимацiйної умови (6.9) випливає, що u ′ ∈ U. Оператор F : V →W−
2

— слабко неперервний (умова (6.18)), тому F (ūsk) → F (u ′) слабко в W−
2 .

Послiдовнiсть F (ūsk) обмежена в нормi простору W−
2 . Тому з оцiнки

‖y (ūsk)‖H1 ≤ C ‖F (ūsk)‖W−
2
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маємо, що (y (ūsk))— обмежена вH1 послiдовнiсть. Видiляємо з послiдовностi
(y (ūsk)) слабко збiжну пiдпослiдовнiсть (y(ūskl)):

y(ūskl)→ y ′ слабко в H1.

Покажемо, що y ′ = y (u ′). Справдi, маємо〈
y(ūskl),L

+p
〉
H1,H

−
1

=
〈
F(ūskl), p

〉
W−
2 ,W2

∀p ∈W2 : L +p ∈ H−
1 , (6.22)

Здiйснивши граничний перехiд в (6.22) при l→∞, отримаємо〈
y ′,L +p

〉
H1,H

−
1

= 〈F (u ′) , p〉W−
2 ,W2

∀p ∈W2 : L +p ∈ H−
1 .

Отже, y ′ = y (u ′) ∈ H1 — узагальнений розв’язок рiвняння стану системи
(6.1), що вiдповiдає керуванню u ′ ∈ U. Оскiльки цей розв’язок єдиний, то i
вся послiдовнiсть (y(ūsk)) слабко в H1 збiгається до y (u ′) ∈ H1.

Покажемо, що елемент u ′ ∈ U — розв’язок задачi (6.16), (6.17). Iз слабкої
напiвнеперервностi знизу функцiонала (6.20) та нерiвностi (6.21) випливає,
що

(k∗, J (u ′))Rm ≤ lim inf
s→∞ (k∗, J (ūsk))Rm ≤

≤ lim sup
s→∞ (k∗, J (ūsk))Rm ≤ inf

u∈U
(k∗, J (u))Rm .

Отже, (k∗, J (u ′))Rm = infu∈U (k
∗, J (u))Rm i u ′ ∈ U — розв’язок задачi

(k∗, J (u))Rm → inf,

Ly = F (u) , u ∈ U.

Пiдсумовуючи, можемо сформулювати теорему.

Теорема 6.4. Нехай Rm+ ∩ intK∗ 6= ∅, множина U ⊆ V слабко компактна,
виконуються умови (6.8), (6.9) та (6.18). Тодi для кожного k∗ ∈ Rm+ ∩ intK∗
задача оптимального керування

(k∗, J (u))Rm → inf,

Ly = F (u) , u ∈ Us ⊆ Vs ⊆ V
має розв’язок ūs ∈ Us ∩ EK (Us) та усi слабкi граничнi точки послiдовностi
(ūs) належать множинi EK (U) розв’язкiв задачi

J (u)→ K-min, Ly = F (u) , u ∈ U.

Перейдемо до дослiдження умов ефективностi допустимих керувань.
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6.3 Умови ефективностi

Розглянемо систему, що описується рiвнянням

Ly = F (u) , u ∈ U

з векторним критерiєм якостi

J (u) =

 1
2
‖ C1y (u) − a1‖2E1

· · ·
1
2
‖Cmy (u) − am‖2Em

 .
У теоремах 6.5 i 6.6 дамо вiдповiдь на питання про вигляд та властивостi
похiдної критерiю якостi.

Теорема 6.5. Нехай вiдображення F : V → W−
2 диференцiйовне у точцi

u ∈ V за Гато (Фреше) i F ′ (u) ∈ L
(
V,W−

2

)
— вiдповiдна похiдна. Тодi iснує

похiдна Гато (Фреше) J ′ (u) вiдображення J : V → Rm, яка визначається
формулою

J ′ (u) =

 (F ′ (u))∗ p1
· · ·

(F ′ (u))∗ pm

 ,
де pi ∈W2 — розв’язок операторного рiвняння

L +pi = C
∗
iCiy (u) − C

∗
iai, i = 1,m.

Доведення. Доведемо диференцiйовнiсть за Фреше вiдображення J : V → Rm.
Розглянемо у точцi u ∈ V прирiст J (v) − J (u), v ∈ V . Маємо

J (v) − J (u) =
1

2

 ‖ C1y (v) − a1‖2E1 − ‖ C1y (u) − a1‖2E1
· · ·

‖Cmy (v) − am‖2Em − ‖Cmy (u) − am‖2Em

 =

=

 〈y (v) − y (u) , C∗1C1y (u) − C∗1a1〉H1,H−
1

· · ·
〈y (v) − y (u) , C∗mCmy (u) − C∗mam〉H1,H−

1

+

+
1

2

 ‖ C1 (y (v) − y (u))‖2E1· · ·
‖Cm (y (v) − y (u))‖2Em

 =

=

 ((F ′ (u))∗ p1, v− u)V
· · ·

((F ′ (u))∗ pm, v− u)V

+
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+

 〈F (v) − F (u) − F ′ (u) (v− u) , p1〉W−
2 ,W2

· · ·
〈F (v) − F (u) − F ′ (u) (v− u) , pm〉W−

2 ,W2

+

+
1

2

 ‖ C1 (y (v) − y (u))‖2E1· · ·
‖Cm (y (v) − y (u))‖2Em

 .
Провiвши очевиднi оцiнки другого та третього доданкiв, за допомогою те-

ореми 6.1 одержуємо 〈F (v) − F (u) − F ′ (u) (v− u) , p1〉W−
2 ,W2

· · ·
〈F (v) − F (u) − F ′ (u) (v− u) , pm〉W−

2 ,W2

+

+
1

2

 ‖ C1 (y (v) − y (u))‖2E1· · ·
‖Cm (y (v) − y (u))‖2Em

 = o (‖v− u‖V) .

Теорема 6.6. Справджуються твердження:

1) якщо у деякiй точцi ū ∈ V вiдображення u 7→ F ′ (u) неперервне, то i
вiдображення u 7→ J ′ (u) неперервне в ū ∈ V;

2) якщо на обмеженiй опуклiй множинi O ⊆ V вiдображення u 7→ F ′ (u)

задовольняє умову Гельдера з показником γ ∈ (0, 1], то i вiдображення
u 7→ J ′ (u) задовольняє на множинi O умову Гельдера з показником γ.

Доведення. Доведемо перше твердження. Нехай u— довiльна точка з деякого
околу точки ū ∈ V . Розглянемо для всiх v ∈ V

‖J ′ (u) (v) − J ′ (ū) (v)‖Rm =

=

∥∥∥∥∥∥
 ((F ′ (u))∗ p1 (u) − (F ′ (ū))∗ p1 (ū) , v)V

· · ·
((F ′ (u))∗ pm (u) − (F ′ (ū))∗ pm (ū) , v)V

∥∥∥∥∥∥
Rm

≤

≤

∥∥∥∥∥∥
 ((F ′ (u))∗ (p1 (u) − p1 (ū)) , v)V

· · ·
((F ′ (u))∗ (pm (u) − pm (ū)) , v)V

∥∥∥∥∥∥
Rm

+

+

∥∥∥∥∥∥
 (((F ′ (u))∗ − (F ′ (ū))∗)p1 (ū) , v)V

· · ·
(((F ′ (u))∗ − (F ′ (ū))∗)pm (ū) , v)V

∥∥∥∥∥∥
Rm

,
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де pi (u) ∈W2, pi (ū) ∈W2 — розв’язки операторних рiвнянь

L +pi (u) = C
∗
iCiy (u) − C

∗
iai, i = 1,m,

L +pi (ū) = C
∗
iCiy (ū) − C

∗
iai, i = 1,m.

Звiдси маємо оцiнку

‖J ′ (u) − J ′ (ū)‖ ≤

≤ ‖F ′ (u)‖ ·
√
‖p1 (u) − p1 (ū)‖2W2 + ...+ ‖pm (u) − pm (ū)‖2W2+

+ ‖F ′ (u) − F ′ (ū)‖ ·
√
‖p1 (ū)‖2W2 + ...+ ‖pm (ū)‖2W2.

Вiдображення u 7→ F ′ (u) неперервне в точцi ū ∈ V , i отже, iснує куляOδ0 (ū),
на якiй u 7→ F ′ (u) обмежене. Маємо,

‖J ′ (u) − J ′ (ū)‖ ≤ c1
√
‖p1 (u) − p1 (ū)‖2W2 + ...+ ‖pm (u) − pm (ū)‖2W2+

+ ‖F ′ (u) − F ′ (ū)‖ ·
√
‖p1 (ū)‖2W2 + ...+ ‖pm (ū)‖2W2.

Iз теореми 6.1 та неперервностi операторiв Ci ∈ L (H1, Ei) випливає, що

‖pi (u) − pi (ū)‖W2 ≤ c2 ‖C
∗
iCi (y (u) − y (ū))‖H−

1
le

≤ c3 ‖y (u) − y (ū)‖H1 ≤ c4 ‖F (u) − F (ū)‖W−
2
, i = 1,m.

Отже,

‖J ′ (u) − J ′ (ū)‖ ≤ c5 · ‖F (u) − F (ū)‖W−
2
+

+ ‖F ′ (u) − F ′ (ū)‖ ·
√
‖p1 (ū)‖2W2 + ...+ ‖pm (ū)‖2W2.

З умови теореми випливає, що для довiльного числа ε > 0 iснують такi
{δ1, δ2} ⊆ (0, δ0), що

‖F ′ (u) − F ′ (ū)‖ < ε

2
√
‖p1(ū)‖2W

2
+...+‖pm(ū)‖2W

2

, ‖F (u) − F (ū)‖W−
2
< ε

2c5
,

як тiльки ‖u− ū‖V < δ1, ‖u− ū‖V < δ2 вiдповiдно. Оберемо 0 < δ <

min {δ1, δ2}. Тодi ‖u− ū‖V < δ ⇒ ‖J ′ (u) − J ′ (ū)‖ < ε.
Доведемо друге твердження. Оскiльки вiдображення u 7→ F ′ (u) гельдерове

на обмеженiй множинi O, то воно обмежене на O, а отже, i вiдображення
u 7→ F (u) обмежене.

Нехай u, v — два довiльнi елементи множини O ⊆ V . Аналогiчно попере-
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днiм мiркуванням одержуємо

‖J ′ (u) − J ′ (v)‖ ≤ c1 · ‖F (u) − F (v)‖W−
2
+

+ ‖F ′ (u) − F ′ (v)‖ ·
√
‖p1 (v)‖2W2 + ...+ ‖pm (v)‖2W2,

де pi (u) ∈W2, pi (v) ∈W2 — розв’язки операторних рiвнянь:

L +pi (u) = C
∗
iCiy (u) − C

∗
iai, i = 1,m,

L +pi (v) = C
∗
iCiy (v) − C

∗
iai, i = 1,m.

Далi,

‖J ′ (u) − J ′ (v)‖ ≤ c1 · ‖F (u) − F (v)‖W−
2
+

+ c2 ‖u− v‖γV ·
√
‖p1 (v)‖2W2 + ...+ ‖pm (v)‖2W2.

Нехай ū ∈ O — деяка фiксована точка. Справджуються оцiнки

‖pi (v)‖W2 ≤ c3 ‖C
∗
iCiy (v) − C

∗
iai‖H−

1
≤

≤ c3 ‖C∗iCi (y (v) − y (ū))‖H−
1
+ c3 ‖C∗iCiy (ū) − C∗iai‖H−

1
≤

≤ c4 ‖F (v) − F (ū)‖W−
2
+ c3 ‖C∗iCiy (ū) − C∗iai‖H−

1
, i = 1,m.

За теоремою про скiнченнi прирости маємо

‖F (u) − F (v)‖W−
2
≤ sup

θ∈[0,1]
‖F ′ (v+ θ (u− v))‖ ‖u− v‖V ≤ c5 ‖u− v‖V ,

‖F (v) − F (ū)‖H−
2
≤ sup

θ∈[0,1]
‖F ′ (ū+ θ (v− ū))‖ ‖v− ū‖V ≤ c6d,

де d = diam (O) = sup
{u ′,u ′′}⊆O

‖u ′ − u ′′‖V — дiаметр множини O ⊆ V .

Одержуємо нерiвнiсть

‖J ′ (u) − J ′ (v)‖ ≤ c7 ( ‖u− v‖V + ‖u− v‖γV ) ,

звiдки

‖J ′ (u) − J ′ (v)‖ ≤ c7
(
‖u− v‖1−γV + 1

)
· ‖u− v‖γV ≤

≤ c7
(
d1−γ + 1

)
· ‖u− v‖γV ,

що i завершує доведення теореми.

Далi будемо вважати, що вiдображення F : V → W2 диференцiйовне за
Фреше у точках допустимої множини U.
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Перейдемо до умов локальної ефективностi керувань в задачах (6.5)–(6.7).
Нагадаємо класичну конструкцiю конуса дотичних напрямкiв [201].
Замкнений конус

T (u0 |U) = lim sup
α→+0

U− u0
α

=

=

{
v ∈ V : ∃ (αk > 0, vk ∈ U) , αk → +0,

vk − u0
αk

→ v при k→∞}
називається дотичним або контингентним до непорожньої множини U в точцi
u0 ∈ clU.

Вiдмiтимо, що T (u0 |U) = {0} тiльки тодi, коли u0 — iзольована точка
множини U. Очевидно, що в цьому випадку точка u0 — локально ефективна.
Отже, будемо завжди припускати, що T (u0 |U) 6= {0}.

Зауваження 6.5. Iснує декiлька конструкцiй дотичних конусiв (див.
огляд у [201]). Наведену тут запропоновано у 30-х рр. XX ст. Ж. Булiганом.
У теорiї оптимiзацiї подiбна конструкцiя вперше з’явилась, можливо, в [202].

Розглянемо задачу пошуку слабко ефективних керувань

J (u)→ K−w−min,

Ly = F (u) , u ∈ U.
Має мiсце

Теорема 6.7. Нехай ū ∈ locWEK (U). Тодi

∀ w ∈ T (ū |U) \ {0} :

 ((F ′ (ū))∗ p1, w)V
· · ·

((F ′ (ū))∗ pm, w)V

 /∈ −intK, (6.23)

де pi ∈W2: L +pi = C
∗
iCiy (ū) − C

∗
iai, i = 1,m.

Доведення. Нехай ū ∈ locWEK (U) i w ∈ T (ū |U) \ {0}. Тодi за означенням
множини locWEK (U) та конуса T (ū |U) маємо

J (v) − J (ū) /∈ −intK ∀ v ∈ U ∩O (ū)

та
J (vk) − J (ū) = J (ū+ vk − ū) − J (ū) /∈ −intK ∀ k ≥ k0.

Далi,

J ′ (ū)

(
vk − ū

αk

)
+ o (1)

∥∥∥∥vk − ūαk

∥∥∥∥
V

/∈ −intK. (6.24)
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Зробивши в (6.24) граничний перехiд при k → ∞ з урахуванням замкне-
ностi множини Rm\ (−intK), одержимо включення

J ′ (ū) (w) /∈ −intK,

яке можна записати у виглядi (6.23).

Якщо ввести конус SDJ (u) = {w ∈ V : J ′ (u) (w) ∈ −intK} напрямкiв спада-
ння вiдображення J : V → Rm у точцi u ∈ V , то включення (6.23) рiвносильне
спiввiдношенню

SDJ (ū) ∩ T (ū |U) = ∅. (6.25)

У випадку опуклостi множини допустимих керувань спiввiдношення (6.23)
можна подати у бiльш простiй формi.

Теорема 6.8. Нехай U — опукла пiдмножина V i ū ∈ locWEK (U). Тодi

∀ v ∈ U :

 ((F ′ (ū))∗ p1, v− ū)V
· · ·

((F ′ (ū))∗ pm, v− ū)V

 /∈ −intK, (6.26)

де pi ∈W2: L +pi = C
∗
iCiy (ū) − C

∗
iai, i = 1,m.

Доведення. Покажемо, що ∀ v ∈ U вектор v − ū належить конусу T (ū|U).
Розглянемо послiдовностi βk ∈ (0, 1), βk → 1 i vk = (1− βk) v + βkū ∈ U.
Звiдси

vk − ū

1− βk
= v− ū.

Отже, v− ū ∈ T (ū|U), а тодi (6.23) тягне за собою виконання (6.26).

Очевидно, що i зворотна iмплiкацiя (6.26)⇒ (6.23) справедлива у випадку
опуклостi множини U.

Отримаємо достатню умову локальної оптимальностi для задачi

J (u)→ K-s-min,

Ly = F (u) , u ∈ U.
Має мiсце

Теорема 6.9. Нехай простiр V скiнченновимiрний, ū ∈ U i виконано
умову:

∀ w ∈ T (ū |U) \ {0} :

 ((F ′ (ū))∗ p1, w)V
· · ·

((F ′ (ū))∗ pm, w)V

 /∈ −K, (6.27)

де pi ∈W2: L +pi = C
∗
iCiy (ū) − C

∗
iai, i = 1,m. Тодi ū ∈ locSEK (U).
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Доведення. Припустимо, що має мiсце умова (6.27), однак ū /∈ locSEK (U).
Тодi iснує послiдовнiсть vk ∈ U\ {u} така, що vk → ū, vk−ū

‖vk−ū‖V
→ w ∈

T (ū|U) \ {0} i J (vk) − J (ū) ∈ −K. Далi маємо

J (vk) − J (ū)

‖vk − ū‖V
= J ′ (ū)

(
vk − ū

‖vk − ū‖V

)
+ o (1) ∈ −K. (6.28)

Зробивши в (6.28) граничний перехiд при k→∞, одержимо J ′ (ū) (w) ∈ −K,
що суперечить (6.27).

Якщо ввести конус DJ (u) = {w ∈ V : J ′ (u) (w) ∈ −K} напрямкiв нестро-
гого спадання вiдображення J : V → Rm у точцi u ∈ V , то включення (6.27)
рiвносильне подiбному (6.25) спiввiдношенню

DJ (ū) ∩ T (ū |U) = {0} .

Розглянемо варiант скаляризацiї необхiдних умов ефективностi. Вiдповiднi
скалярнi умови використаємо для побудови iтерацiйних алгоритмiв розв’яза-
ння задач керування з векторним критерiєм якостi.

Розглянемо компакт B ⊆ Rm такий, що не мiстить нуль i K∗ = con (convB).
Якщо K = K∗ = Rm+ , то можна покласти B = {e1, e2, ..., em}, де

ei =

(
0, ..., 0, 1

i-та позицiя
, 0, ..., 0

)
.

У загальному випадку покладемо, наприклад,

B = K∗ ∩ {k ∈ Rm : ‖k‖Rm = 1} .

Конуси K та intK можна подати у виглядi

K = {x ∈ Rm : (x, x ′)Rm ≥ 0 ∀x
′ ∈ B} ,

intK = {x ∈ Rm : (x, x ′)Rm > 0 ∀x
′ ∈ B} .

Розглянемо опорну функцiю множини B

σB (x) = max
x ′∈B

(x, x ′)Rm ∀x ∈ Rm. (6.29)

Безпосередньо з (6.29) випливає додатня однорiднiсть, напiвадитивнiсть та
лiпшицевiсть функцiї σB. Iз компактностi та породжуючої властивостi мно-
жини B випливають потрiбнi нам представлення

−K = {x ∈ Rm : σB (x) ≤ 0} ,

−intK = {x ∈ Rm : σB (x) < 0} .
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Цi представлення конусiв −K та −intK дозволяють нам переформулювати
умови ефективностi так.

Наслiдок 6.1. Нехай ū ∈ locWEK (U). Тодi

∀ w ∈ T (ū |U) \ {0} : σB ◦
(
(F ′ (ū))

∗−→p ) (w) ≥ 0, (6.30)

де −→p = (p1, p2, ..., pm) ∈ (W2)
m: L +pi = C

∗
iCiy (ū) − C

∗
iai, i = 1,m.

Наслiдок 6.2. Нехай U — опукла пiдмножина V i ū ∈ locWEK (U). Тодi

∀ v ∈ U : σB ◦
(
(F ′ (ū))

∗−→p ) (v− ū) ≥ 0, (6.31)

де −→p = (p1, p2, ..., pm) ∈ (W2)
m: L +pi = C

∗
iCiy (ū) − C

∗
iai, i = 1,m.

Наслiдок 6.3. Нехай простiр V скiнченновимiрний, ū ∈ U i виконано
умову:

∀ w ∈ T (ū |U) \ {0} : σB ◦
(
(F ′ (ū))

∗−→p ) (w) > 0, (6.32)

де −→p = (p1, p2, ..., pm) ∈ (W2)
m: L +pi = C∗iCiy (ū) − C

∗
iai, i = 1,m. Тодi

ū ∈ locSEK (U).

Вiдмiтимо, якщо виконано x − y ∈ K (x − y ∈ intK), то σB (x) ≥ σB (y)

(σB (x) > σB (y)). Дiйсно, маємо σB (y− x) ≤ 0 (σB (y− x) < 0). Але

σB (x) + σB (y− x) ≥ σB (y) ,

звiдки випливає бажане.

Зауваження 6.6. Розглянемо деяку множину X i вiдображення

X
J−→ Rm.

Задачу пошуку точок x̄ ∈ X таких, що

J (X) ∩ (J (x̄) − intK) = ∅,

можна переформулювати у виглядi:

знайти x̄ ∈ X : g (x̄, x) ≥ 0 ∀x ∈ X, (6.33)

де g (x1, x2) = σB (J (x2) − J (x1)). Задача (6.33) суть загальна задача рiвнова-
жного програмування. Отже, популярна останнiм часом «рiвноважна» алго-
ритмiка [203–205] може бути використана для побудови методiв розв’язання
розглянутих у цьому роздiлi задач. Вiдмiтимо, що формулювання, подiбне до
(6.33), було використано в [179] для отримання умов оптимальностi другого
порядку в абстрактних задачах векторної оптимiзацiї.
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6.4 Апроксимацiйна ефективнiсть

Розглянемо докладно ослаблення поняття ефективного розв’язку, про яке
згадували у зауваженнi 6.3.

Оберемо та зафiксуємо довiльний елемент e ∈ intK. Має мiсце

Твердження 6.2. Якщо вiдображення g : U → Rm K-обмежене знизу
(тобто, ∃k ∈ Rm: g (U) ⊆ k + K), то для довiльного ε > 0 iснує такий
елемент uε ∈ U, що

∀ v ∈ U : g (v) /∈ g (uε) − ε · e− (K\ {0}) .

Доведення. Вiзьмемо довiльний вектор k∗ ∈ K∗\ {0}. Тодi для всiх v ∈ U

маємо
(k∗, g (v))Rm ≥ (k∗, k)Rm .

Покладемо s = infv∈U (k
∗, g (v))Rm. За умовою s > −∞ i (k∗, e)Rm > 0. Оче-

видно, що для кожного ε > 0 iснує елемент uε ∈ U такий, що

s ≤ (k∗, g (uε))Rm < s+ ε (k
∗, e)Rm ≤ (k∗, g (v))Rm + ε (k∗, e)Rm ∀v ∈ U.

Припустимо, що iснує u ′ ∈ U такий, що g (u ′) ∈ g (uε) − ε · e− (K\ {0}). Тодi

(k∗, g (u ′))Rm + ε · (k∗, e)Rm ≤ (k∗, g (uε))Rm .

Отримане протирiччя доводить твердження.

Зауваження 6.7. Оскiльки intK 6= ∅, то з обмеженостi множини g (U)
випливає K-обмеженiсть знизу вiдображення g : U → Rm(див. зауваження
3.4).

Розглянемо задачу керування

J (u)→ K-min, (6.34)

Ly = F (u) , u ∈ U. (6.35)

Iз зауваження 6.7 випливає, що для K-обмеженостi знизу вiдображення J (·)
достатньо обмеженостi множини допустимих керувань U ⊆ V та неперервно-
стi оператора F : V →W−

2 .
Твердження 6.2 дозволяє природно ввести наступне ослаблення поняття

ефективного розв’язку задачi (6.34), (6.35). Нехай ε > 0 i e ∈ intK.

Означення 6.1. Елемент uε ∈ U називаємо (K, e, ε)-апроксимацiйно ефе-
ктивним розв’язком задачi (6.34), (6.35), якщо

∀ v ∈ U : J (v) /∈ J (uε) − ε · e− (K\ {0}) .
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Множину усiх (K, e, ε)-апроксимацiйно ефективних розв’язкiв задачi (6.34),
(6.35) позначимо символом E(K,e,ε) (U).

Зауваження 6.8. У скалярному випадку (K, e, ε)-апроксимацiйно ефе-
ктивний розв’язок — це просто ε-оптимальний (субоптимальний) розв’язок. У
наведеному виглядi поняття (K, e, ε)-апроксимацiйно ефективного розв’язку
задачi багатокритерiальної оптимiзацiї вперше запропоновано та системати-
чно застосовувалося для дослiдження багатокритерiальних задач розмiщення
об’єктiв та теорiї наближення К. Таммер [122,206].

Введення (K, e, ε)-апроксимацiйно ефективних розв’язкiв виправдане тим,
що множини ефективних розв’язкiв, як правило, порожнi у загальному не-
компактному випадку, у той час як апроксимацiйно ефективнi розв’язки iсну-
ють при досить слабких припущеннях. Крiм того ясно, що чисельнi методи
пiсля виконання скiнченного числа iтерацiй, як правило, генерують тiльки
наближенi розв’язки.

Ранiше для задач iз скалярним критерiєм якостi ми довели умови субопти-
мальностi другого порядку. Для отримання подiбних необхiдних умов першо-
го порядку (K, e, ε)-апроксимацiйної ефективностi використаємо аналог кла-
сичного варiацiйного принципу Екланда для векторнозначних вiдображень.

Узагальнення принципу Екланда на векторнозначний випадок пропонува-
лися багатьма авторами, починаючи iз середини 80-х рр. ХХ ст. Першим,
можливо, був Лоридан [177], що довiв скiнченновимiрну версiю принципу за
допомогою скаляризацiї i класичного принципу Екланда. Пiзнiше з’явилися
рiзнi версiї принципу для вiдображень, дiючих у частково впорядкованi то-
пологiчнi векторнi простори (див. [207] i бiблiографiю до цiєї роботи), i для
багатозначних вiдображень. У роботi [85] варiацiйний принцип отримано як
наслiдок досить абстрактної теореми про мiнiмальну точку в добутку про-
сторiв, що узагальнює класичний результат Фелпса [90].

Cформулюємо далеко не найзагальнiший, але достатнiй для наших застосу-
вань аналог теореми Екланда для векторнозначних вiдображень [208]. Нехай
E, F — банаховi простори, простiр F частково упорядковано гострим замкне-
ним опуклим конусом K ⊆ F з непорожньою внутрiшнiстю, e ∈ intK.

Теорема 6.10. Нехай виконано умови:

1) X — замкнена пiдмножина банахова простору E;

2) вiдображення f : X→ F K-обмежене знизу i K-напiвнеперервне знизу.

Тодi для довiльних ε > 0, δ > 0 i точки x0 ∈ U

f (X) ∩ (f (x0) − ε · e− (K\ {0})) = ∅

iснує така точка xε ∈ X, що:
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1) f (xε) ∈ f (x0) − εδ−1 ‖x0 − xε‖E · e− (K\ {0});

2) ‖x0 − xε‖E ≤ δ;

3) ∀ x ∈ X: f (x) + εδ−1 ‖x− xε‖E e /∈ f (xε) − (K\ {0}), тобто xε ∈ X —
ефективна точка вiдображення x 7→ f (x) + εδ−1 ‖x− xε‖E e на X.

Зауваження 6.9. У теоремi 6.10 використовується K-напiвнеперервнiсть
знизу у розумiннi означень 3.3 i 3.4.

Теорема 6.10 стверджує iснування ефективного розв’язку збуреної задачi
f(x) + ε

δ
‖x− xε‖E e → K-min, x ∈ X в δ-околi (K, e, ε)-апроксимацiйно ефе-

ктивного розв’язку вихiдної задачi f (x)→ K-min, x ∈ X, який у свою чергу
завжди iснує для K-обмеженого знизу вiдображення f : X → F. Висновок 3
теореми 6.10 є найважливiшим та дозволяє одержати необхiднi умови для
(K, e, ε)-апроксимацiйно ефективних розв’язкiв у виглядi варiацiйних нерiв-
ностей.

Повернемось до задачi керування (6.34), (6.35). Має мiсце

Теорема 6.11. Нехай виконано умови:

1) U — замкнена обмежена пiдмножина простору V;

2) F : V →W−
2 — диференцiйовний за Фреше оператор.

Тодi для довiльних ε > 0, δ > 0 iснують такi точки ū ∈ U, ũ ∈ U, що:

1) ū ∈ E(K,e,ε) (U);

2) J (ũ) ∈ J (ū) − (K\ {0});

3) ‖ ū− ũ ‖V ≤ δ;

4) виконується ((F ′ (ũ))∗ p1, w)V
· · ·

((F ′ (ũ))∗ pm, w)V

+
ε

δ
‖w‖V e /∈ −intK ∀ w ∈ T (ũ |U) \ {0} ,

де pi ∈W2 — розв’язок рiвняння L +pi = C
∗
iCiy (ũ) − C

∗
iai, i = 1,m.

Доведення. Завдяки умовам теореми ми можемо використовувати тверджен-
ня 6.2 i теорему 6.10, тобто, для довiльних ε > 0, δ > 0 iснують точки ū ∈ U,
ũ ∈ U такi, що:

ū ∈ E(K,e,ε) (U) ; J (ũ) ∈ J (ū) − (K\ {0}) ; ‖ ū− ũ ‖V ≤ δ;

∀ u ∈ U : J (u) − J (ũ) + εδ−1 ‖u− ũ‖V e /∈ −(K\ {0}) .
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Розглянемо довiльний вектор w ∈ T (ũ |U) \ {0}. Тодi за означенням до-
тичного конуса T (ũ |U) маємо J (vk) − J (ũ) + εδ−1 ‖vk − ũ‖V e /∈ −(K\ {0})

∀k ∈ N. Далi

J ′ (ũ)

(
vk − ũ

αk

)
+ o (1)

∥∥∥∥vk − ũαk

∥∥∥∥
V

+ εδ−1
∥∥∥∥vk − ũαk

∥∥∥∥
V

e /∈ −(K\ {0}) . (6.36)

Зробивши в (6.36) граничний перехiд при k → ∞ з урахуванням за-
мкненостi множини Rm\ (−intK) ⊇ Rm\ (−K\ {0}), одержимо J ′ (ū) (w) +
εδ−1 ‖w‖V e /∈ −intK. Тобто, справджується спiввiдношення 4.

Якщо множина допустимих керувань U є замкненою опуклою пiдмножи-
ною простору V , то умови (K, e, ε)-апроксимацiйної ефективностi приймають
бiльш простий вигляд. Для однокритерiальних задач сингулярного оптималь-
ного керування аналогiчний результат наведено у теоремi 5.15.

Теорема 6.12. Нехай виконано умови теореми 6.11 i додатково

U — замкнена опукла пiдмножина простору V.

Тодi для довiльних ε > 0, δ > 0 iснують такi точки ū ∈ U, ũ ∈ U, що:

1) ū ∈ E(K,e,ε) (U);

2) J (ũ) ∈ J (ū) − (K\ {0});

3) ‖ ū− ũ ‖V ≤ δ;

4) виконується ((F ′ (ũ))∗ p1, v− ũ)V
· · ·

((F ′ (ũ))∗ pm, v− ũ)V

+
ε

δ
‖v− ũ‖V e /∈ −intK ∀v ∈ U,

де pi ∈W2 — розв’язок рiвняння L +pi = C
∗
iCiy (ũ) − C

∗
iai, i = 1,m.

Зауваження 6.10. Якщо у теоремах 6.11, 6.12 покласти ε = 0, то одер-
жимо спiввiдношення теорем 6.7 i 6.8. Отриманi у теоремi 6.12 умови (K, e, ε)-
апроксимацiйної ефективностi можна використати при розробцi i дослiдженнi
чисельних методiв оптимального керування.

6.5 Збiжнiсть моделей алгоритмiв узагальненої оптимi-
зацiї лiнiйних систем з векторним критерiєм якостi

Розглянемо трохи загальнiшу задачу. Нехай рiвняння стану керованої си-
стеми має вигляд Ly = F (u), u ∈ U. Оператори L i F задовольняють стандар-
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тнi умови. Припустимо, що критерiй якостi має вигляд J (u) = Φ (y (u) , u),
де Φ : H1 × V → Rm, y (u) — стан системи, що вiдповiдає керуванню u ∈ U.

Далi запропоновано та дослiджено три методи градiєнтного типу для
розв’язання задачi

J (u) = Φ (y (u) , u)→ K-min, (6.37)

Ly (u) = F (u) , u ∈ U. (6.38)

Мають мiсце такi теореми — аналоги теорем 6.5 i 6.6. Доведення опустимо.

Теорема 6.13. Нехай

1) оператор F : V → W−
2 має в точцi u ∈ V похiдну Фреше F ′ (u) ∈

L
(
V,W−

2

)
;

2) оператор Φ =
(
Φ(1), ..., Φ(m)

)
: H1 × V → Rm має в точцi (y (u) , u) ∈

H1 × V похiдну Фреше i вiдповiднi частиннi похiднi мають вигляд

Φ ′1 (y (u) , u) =
(
D1Φ

(1) (y (u) , u) , ..., D1Φ
(m) (y (u) , u)

)
∈
(
H−
1

)m
,

Φ ′2 (y (u) , u) =
(
D2Φ

(1) (y (u) , u) , ..., D2Φ
(m) (y (u) , u)

)
∈ Vm.

Тодi вiдображення J =
(
J(1), ..., J(m)

)
: V → Rm диференцiйовне за Фреше в

точцi u ∈ V i його похiдна обчислюється за формулою

J ′ (u) (h) =

 (
DJ(1) (u) , h

)
V

· · ·(
DJ(m) (u) , h

)
V

 =

=

 (
(F ′ (u))∗ p1 +D2Φ

(1) (y (u) , u) , h
)
V

· · ·(
(F ′ (u))∗ pm +D2Φ

(m) (y (u) , u) , h
)
V

 ∀h ∈ V,

де pi ∈ W2 — розв’язок операторного рiвняння L +pi = D1Φ
(i) (y (u) , u),

i = 1,m.

Теорема 6.14. Нехай на обмеженiй опуклiй множинi U ⊆ V оператор
u 7→ F ′ (u) задовольняє умову Гельдера з показником γ ∈ (0, 1], оператори
(y, u) 7→ Φ ′1 (y, u) i (y, u) 7→ Φ ′2 (y, u) задовольняють на обмежених пiд-
множинах простору H1 × V умову Гельдера з показником γ ∈ (0, 1]. Тодi
похiдна Фреше J ′ (·) задовольняє на U умову Гельдера з показником γ.

Далi будемо вважати, що множина допустимих керувань U опукла, компа-
ктна i на нiй виконуються умови теорем 6.13, 6.14.
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Позначимо через U∗ множину керувань u ∈ U таких, що (
(F ′ (u))∗ p1 +D2Φ

(1) (y, u) , v− u
)
V

· · ·(
(F ′ (u))∗ pm +D2Φ

(m) (y, u) , v− u
)
V

 6∈ −intK ∀v ∈ U, (6.39)

L y = F (u) , L +pi = D1Φ
(i) (y, u) , i = 1,m.

Тобто, U∗ — множина допустимих керувань, що задовольняють необхiдну
умову ефективностi в задачi (6.37), (6.38). Саме збiжнiсть алгоритмiв до еле-
ментiв множини U∗ — мета подальших теоретичних дослiджень.

6.5.1 Аналог методу лiнеаризацiї

Для побудови алгоритмiв використаємо опорну функцiю σB компактної
множини B ⊆ Rm\ {0} такої, що K∗ = con (convB). Для спрощення оцiнок
ми припустимо, що обрана множина B має вигляд {k ∈ K∗ : ‖k‖Rm = 1}. Тодi
опорна функцiя σB буде лiпшицевою з константою 1. За допомогою цiєї фун-
кцiї необхiдну умову ефективностi (6.39) можна записати у виглядi нерiвностi

σB

 (
(F ′ (u))∗ p1 +D2Φ

(1) (y, u) , v− u
)
V

· · ·(
(F ′ (u))∗ pm +D2Φ

(m) (y, u) , v− u
)
V

 ≥ 0 ∀v ∈ U, (6.40)

L y = F (u) , L +pi = D1Φ
(i) (y, u) , i = 1,m.

Застосувавши до (6.40) евристичнi мiркування, що у однокритерiальному
випадку привели до методу умовного градiєнта, та зробивши стандартнi при-
пущення про наближений характер обчислень, отримуємо таку iтерацiйну
процедуру.

Алгоритм 6.1. Метод лiнеаризацiї.

1. Обираємо початкове наближення u0 ∈ U. Покладемо n = 0.

2. Знаходимо ỹn ∈ H1: ‖ỹn − yn‖H1 ≤ δ ′n, де yn ∈ H1 — узагальнений
розв’язок рiвняння Lyn = F (un).

3. Знаходимо
−→̃
pn =

(
p̃1n, p̃

2
n, ..., p̃

m
n

)
∈ (W2)

m:
∥∥p̃kn − p̂kn∥∥W+

≤ δ ′′n, k = 1,m,
де p̂kn ∈W2 — розв’язки рiвнянь

L +p̂1n = D1Φ
(1) (ỹn, un) ,

.................................,

L +p̂mn = D1Φ
(m) (ỹn, un) .
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4. Знаходимо ūn ∈ U — розв’язок екстремальної задачi

σB ◦
(
(F ′ (un))

∗−→̃
pn +Φ

′
2 (ỹn, un)

)
(u− un)→ εn− inf

u∈U
.

5. Покладаємо un+1 = un + ρn (ūn − un), де ρn ∈ (0, 1], n := n + 1, i
переходимо на крок 2.

Зауваження 6.11. Iдею побудови алгоритмiв типу розглянутого було
вперше висунуто у роботi [189]. У цитованiй статтi розглядалась задача

f (x)→ Rm+ -min, x ∈ Rn, (6.41)

де f = (f1, ..., fm) : Rn → Rm — диференцiйовне вiдображення з похiдною f ′,
що задовольняє умову Лiпшиця. Для розв’язання (6.41) автори запропонува-
ли метод вигляду

xn+1 = xn + ρn (x̄n − xn) ,

x̄n = arg min

{
max

k∈{1,...,m}
(grad fk (xn) , x− xn) +

1
2
‖x− xn‖2Rn

}
,

де величина кроку ρn обирається за правилом Армiхо [153]. У алгоритмi з
[189] множина B має вигляд {(1, 0, ..., 0) , (0, 1, ..., 0) , ..., (0, 0, ..., 1)}.

Має мiсце така теорема про збiжнiсть алгоритму 6.1.

Теорема 6.15. Нехай ρn ∈ (0, 1], ρn → 0,
∑∞

n=0 ρn = +∞, εn → +0,
δ ′n → +0, δ ′′n → +0 i функцiонал σB ◦ J приймає на множинi U∗ не бiльш
нiж злiченну кiлькiсть значень. Тодi всi граничнi точки послiдовностi (un)
утворюють компактну зв’язну пiдмножину в U∗, а числова послiдовнiсть
(σB (J (un))) має границю.

Доведення. Перевiримо виконання умов теореми про достатнi умови збiжно-
стi iтерацiйних алгоритмiв оптимiзацiї. ПокладемоW = σB ◦ J. За побудовою
всi члени послiдовностi (un) належать компакту U.

Маємо ‖un+1 − un‖V = ρn ‖ūn − un‖V ≤ ρndiam (U)→ 0 при k→∞.
Нехай (unk) — пiдпослiдовнiсть, що збiгається до керування u ′ /∈ U∗.

Покажемо, що iснує δ0 > 0 таке, що для всiх k та δ ∈ (0, δ0] τk =

min
n>nk

{n : ‖un − unk‖V > δ} < +∞.

Припустимо протилежне. Нехай для всiх δ0 > 0 iснує таке k0 = k0 (δ0) ∈
N, що ‖un − unk0‖V ≤ δ0 для всiх n > nk0. Тодi з нерiвностi трикутника
маємо: un ∈ Bδ0(unk0) ⇒ unk ∈ Bδ0(unk0) для k > k0 ⇒ u ′ ∈ Bδ0(unk0) ⇒
un ∈ B2δ0 (u ′) для всiх n > nk0.

Оскiльки u ′ /∈ U∗, то iснує число λ > 0 таке, що

min
u∈U

σB (J
′ (u ′) (u− u ′)) ≤ −2λ < 0.
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Розглянемо прирiст W (un+1) −W (un) для l > nk > nk0

W (ul) −W (unk) = σB (J (ul)) − σB (J (unk)) ≤ σB (J (ul) − J (unk)) =
= σB (J (ul) − J (u

′) − J (unk) + J (u
′)) ≤

≤ σB

 (
DJ(1) (u ′) , ul − unk

)
V

· · ·(
DJ(m) (u ′) , ul − unk

)
V

+ C0δ
1+γ
0 ≤

≤
l−1∑
n=nk

ρnσB (J
′ (u ′) (ūn − un)) + C0δ

1+γ
0 .

Оцiнимо зверху σB (J ′ (u ′) (ūn − un)). Позначимо через ū ′ ∈ U розв’язок
задачi мiнiмiзацiї σB (J ′ (u ′) (u− u ′))→ infu∈U. Маємо

σB (J
′ (u ′) (ūn − un)) ≤

≤ σB
((
J ′ (u ′) − J̃ ′ (un)

)
(ūn − un)

)
+ σB

(
J̃ ′ (un) (ūn − un)

)
≤

≤ σB
((
J ′ (u ′) − J̃ ′ (un)

)
(ūn − un)

)
+ σB

(
J̃ ′ (un) (ū

′ − un)
)
+ εn,

де J̃ ′ (un) = (F ′ (un))
∗−→̃
pn +Φ

′
2 (ỹn, un). Але

σB

(
J̃ ′ (un) (ū

′ − un)
)
≤ σB

((
J̃ ′ (un) − J

′ (u ′)
)
(ū ′ − un)

)
+

+ σB (J
′ (u ′) (ū ′ − u ′)) + σB (J

′ (u ′) (u ′ − un)) ≤

≤ −2λ+ σB

((
J̃ ′ (un) − J

′ (u ′)
)
(ū ′ − un)

)
+ σB (J

′ (u ′) (u ′ − un)) .

Отже,

σB (J
′ (u ′) (ūn − un)) ≤ −2λ+ σB

((
J ′ (u ′) − J̃ ′ (un)

)
(ūn − un)

)
+

+ σB

((
J̃ ′ (un) − J

′ (u ′)
)
(ū ′ − un)

)
+ σB (J

′ (u ′) (u ′ − un)) + εn.

Нарештi отримаємо нерiвнiсть

σB (J
′ (u ′) (ūn − un)) ≤

≤ −2λ+ 2diam (U)
∥∥∥J̃ ′ (un) − J ′ (u ′)∥∥∥+ 2 ‖J ′ (u ′)‖ δ0 + εn.

Оцiнимо
∥∥∥J̃ ′ (uu) − J ′ (u ′)∥∥∥. Маємо∥∥∥J̃ ′ (un) − J ′ (u ′)∥∥∥ ≤ ∥∥∥J̃ ′ (un) − J ′ (un)∥∥∥+ ‖J ′ (un) − J ′ (u ′)‖ ≤
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≤
∥∥∥J̃ ′ (un) − J ′ (un)∥∥∥+ C1 ‖un − u ′‖γV .

Далi,∥∥∥J̃ ′ (un) − J ′ (un)∥∥∥ ≤
≤
∥∥∥(F ′ (un))∗−→̃pn +Φ ′2 (ỹn, un) − (F ′ (un))

∗−→pn −Φ ′2 (yn, un)∥∥∥ ≤
≤ ‖F ′ (un)‖

∥∥∥−→̃pn −−→pn∥∥∥
(W2)

m
+ ‖Φ ′2 (ỹn, un) −Φ ′2 (yn, un)‖Vm ≤

≤ C1
∥∥∥−→̃pn −−→̂pn∥∥∥

(W2)
m
+ C1

∥∥∥−→̂pn −−→pn∥∥∥
(W2)

m
+

+ C2 ‖ỹn − yn‖γH1 ≤ C3δ
′′
n + C4 (δ

′
n)
γ
+

+ C5 ‖Φ ′1 (ỹn, un) −Φ ′1 (yn, un)‖(H−
1 )
m ≤ C3δ ′′n + C6 (δ ′n)

γ
,

де −→pn =
(
p1n, ..., p

m
n

)
∈ (W2)

m — вектор розв’язкiв спряжених задач

L +pin = D1Φ
(i) (yn, un) , i = 1,m.

Отже,

σB (J
′ (u ′) (ūn − un)) ≤

≤ −2λ+ 2diam (U)
(
C3δ

′′
n + C6 (δ

′
n)
γ)

+ 2 ‖J ′ (u ′)‖V δ0 + εn.

Обираючи достатньо мале δ0 > 0 та велике k0, отримуємо (n > nk0)

0 < 2diam (U)
(
C3δ

′′
n + C6 (δ

′
n)
γ)

+ 2 ‖J ′ (u ′)‖V δ0 + εn < λ.

Звiдки
σB (J

′ (u ′) (ūn − un)) ≤ −λ, n > nk0.

Остаточно маємо

W (ul) −W (unk) ≤ −λ

l−1∑
n=nk

ρn + C0δ
1+γ
0 , l > nk ≥ nk0. (6.42)

Пiсля граничного переходу в нерiвностi при m → ∞ (
∑∞

n=nk
ρn = +∞)

отримаємо протирiччя з обмеженiстю знизу на множинi U функцiонала W.

Отже, iснує δ0 > 0 таке, що для всiх k i δ ∈ (0, δ0]:

τk = min
n>nk

{n : ‖un − unk‖V > δ} < +∞.
Але обираючи достатньо мале δ0 > 0 та велике k0, можна повторити доведе-
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ння оцiнки (6.42) для nk ≤ n ≤ τk. З iншого боку,

δ0 < ‖uτk − unk‖V ≤
τk−1∑
p=nk

‖up+1 − up‖V ≤ diam (U)

τk−1∑
p=nk

ρp.

Тому
τk−1∑
p=nk

ρp >
δ0

diam (U)
.

Ураховуючи останню нерiвнiсть в (6.42), маємо

W (uτk) < W (unk) −
λδ0

diam (U)
+ Cδ1+γ0 .

Звiдки lim supk→∞W (uτk) < lim
k→∞W (unk) . Отже, умови теореми про збi-

жнiсть виконуються, а тому, граничнi точки послiдовностi (un) утворюють
компактну зв’язну пiдмножину U∗ i послiдовнiсть чисел σB (J (un)) має гра-
ницю.

Зауваження 6.12. Ясно, що очевидними модифiкацiями з алгоритму 6.1
можна отримати метод розв’язання багатокритерiальних задач з передопу-
клими множинами допустимих керувань.

6.5.2 Метод з довiрчою областю

Розглянемо задачу (6.37), (6.38). Зафiксуємо двi числовi послiдовностi (αn)
i (βn) такi, що 0 < αn ≤ βn (n ∈ N), та послiдовнiсть замкнених опуклих
множин Mn ⊆ V простої структури таку, що

{v ∈ V : ‖v‖V ≤ αn} ⊆Mn ⊆ {v ∈ V : ‖v‖V ≤ βn} .

Для розв’язання задачi (6.37), (6.38) пропонуємо наступний метод.

Алгоритм 6.2. Метод з довiрчою областю.

1. Обираємо початкове наближення u0 ∈ U. Покладемо n = 0.

2. Знаходимо yn ∈ H1 — узагальнений розв’язок рiвняння Lyn = F (un).

3. Знаходимо спряженi стани −→pn =
(
p1n, p

2
n, ..., p

m
n

)
∈ (W2)

m

L +p1n = D1Φ
(1) (yn, un) ,

.................................,

L +pmn = D1Φ
(m) (yn, un) .
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4. Знаходимо ūn ∈ U — розв’язок екстремальної задачi

σB ◦
(
(F ′ (un))

∗−→pn +Φ ′2 (yn, un)) (u− un)→ εn− inf
u∈U

⋂
(un+Mn)

.

5. Покладаємо un+1 = ūn, n := n+ 1 i переходимо на крок 2.

Зауваження 6.13. Вiдмiтимо, що у розглянутих методах не використову-
ється операцiя лiнiйного скалярного згортування векторного критерiю. Тоб-
то, ми не робимо жодних апрiорних припущень про вiдносну важливiсть ча-
стинних критерiїв.

Вiдносно послiдовностi (un), породженої алгоритмом 6.2, справджується
такий факт.

Теорема 6.16. Нехай

εn > 0, k · αn ≥ βn ≥ αn > 0,
∞∑
n=0

αn = +∞, β1+γn

αn
→ 0,

εn

αn
→ 0

i множина (σB ◦ J) (U∗) нiде не щiльна. Тодi всi граничнi точки послiдовно-
стi (un) утворюють компактну зв’язну пiдмножину в U∗, а числова по-
слiдовнiсть ((σB ◦ J) (un)) має границю.

Доведення. Використаємо загальну теорему про збiжнiсть алгоритмiв. За по-
будовою всi члени послiдовностi (un) належать компакту U. Далi

‖un+1 − un‖V = ‖ūn − un‖V ≤ βn → 0 при n→∞.
Нехай (unk) — пiдпослiдовнiсть, що збiгається до керування u ′ /∈ U∗.
Покажемо, що iснує таке δ0 > 0, що для всiх k та δ ∈ (0, δ0] τk =

min
n>nk

{n : ‖un − unk‖V > δ} < +∞. Вiд супротивного. Нехай для всiх δ0 > 0

iснує k0 = k0 (δ0) таке, що ‖un − unk0‖V ≤ δ0 для всiх n > nk0. Тодi з нерiв-
ностi трикутника випливає un ∈ B2δ0 (u ′) для всiх n > nk0.

Оцiнимо прирiст σB (J (un+1)) − σB (J (un)). Маємо

σB (J (un+1)) − σB (J (un)) ≤

≤ σB (J ′ (un) (un+1 − un)) +
C1

γ+ 1
‖un+1 − un‖γ+1V ≤

≤ min
u∈U

⋂
(un+Mn)

σB (J
′ (un) (u− un)) + εn +

C1

γ+ 1
βγ+1n . (6.43)

Оскiльки u ′ /∈ U∗, то iснує число λ > 0 таке, що

min
u∈U

σB (J
′ (u ′) (u− u ′)) ≤ −2λ < 0.
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Iз неперервностi функцiонала ξ 7→ minu∈U σB (J
′ (ξ) (u− ξ)) випливає iсну-

вання δ > 0 такого, що для довiльної точки u ′′ ∈ Oδ (u ′) ∩ U виконується
нерiвнiсть

min
u∈U

σB (J
′ (u ′′) (u− u ′′)) ≤ −λ < 0.

Вiзьмемо 2δ0 < δ, тодi un ∈ B2δ0 (u ′) ⊆ Oδ (u ′). Позначимо через ¯̄un ∈ U
розв’язок задачi мiнiмiзацiї

σB (J
′ (un) (u− un))→ inf

u∈U
.

Нехай ¯̄un ∈ un +Mn. Тодi з (6.43) випливає нерiвнiсть

σB (J (un+1)) − σB (J (un)) ≤ −λ+ εn +
C1

γ+ 1
βγ+1n .

Iснує n ′ > nk0 таке, що для всiх n ≥ n ′:

σB (J (un+1)) − σB (J (un)) ≤ −
λ

2
.

Якщо ¯̄un /∈ un +Mn, то

σB (J (un+1)) − σB (J (un)) ≤

≤ σB (J ′ (un) (φn − un)) + εn +
C1

γ+ 1
βγ+1n ≤

≤ ηnσB (J ′ (un) ( ¯̄un − un)) + εn +
C1

γ+ 1
βγ+1n ,

де ηn = max {η > 0 : η ( ¯̄un − un) ∈Mn}, φn = un + ηn ( ¯̄un − un). У цьому
випадку прирiст оцiнюється так:

σB (J (un+1)) − σB (J (un)) ≤ −ηnλ+ εn +
C1

γ+ 1
βγ+1n .

Оскiльки 1 > µn ≥ αn
‖¯̄un−un‖V

, то

σB (J (un+1)) − σB (J (un)) ≤ −
λαn

‖ ¯̄un − un‖V
+ εn +

C1

γ+ 1
βγ+1n ≤

≤ −
λ

diam(U)
αn + εn +

C1

γ+ 1
βγ+1n =

= −
λ

diam(U)
αn

(
1−

diam(U)

λ

(
εn

αn
+

C1

γ+ 1

βγ+1n

αn

))
,
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звiдки випливає iснування n ′′ > nk0 такого, що для всiх n ≥ n ′′

σB (J (un+1)) − σB (J (un)) ≤ −
λ

2 · diam(U)
αn ≤ −

λ

2 · k · diam(U)
βn.

Iснує n ′′′ ∈ N таке, що βn < λ/2 для всiх n ≥ n ′′′. Отже,

σB (J (un+1)) − σB (J (un)) ≤ −min

{
1,

λ

2 · k · diam(U)

}
βn,

для n > ñ = max {n ′, n ′′, n ′′′} > nk0.
Остаточно маємо

σB (J (un)) − σB (J (unk)) ≤

≤ −min

{
1,

λ

2 · k · diam(U)

} n−1∑
p=nk

βp, n > nk > ñ. (6.44)

Здiйснивши граничний перехiд в нерiвностi (6.44) при n → ∞ та ураху-
вавши

∑∞
p=1 βp = +∞, отримаємо протирiччя з обмеженiстю на компактнiй

множинi U неперервного функцiонала σB ◦ J. Отже, iснує δ0 > 0 таке, що для
всiх k та δ ∈ (0, δ0] τk = min

n>nk
{n : ‖un − unk‖V > δ} < +∞. Але обираючи

достатньо мале δ0 > 0 та велике k0, можна повторити доведення нерiвностi
(6.42) для nk ≤ n ≤ τk. З iншого боку,

δ0 < ‖uτk − unk‖V ≤
τk−1∑
p=nk

‖up+1 − up‖V ≤
τk−1∑
p=nk

βp.

Ураховуючи останню нерiвнiсть в (6.44), маємо

σB (J (uτk)) < σB (J (unk)) − min

{
1,

λ

2 · k · diam(U)

}
δ0.

Звiдки маємо
lim sup
k→∞ σB (J (uτk)) < lim

k→∞ σB (J (unk)) .

Покладемо W = σB ◦ J. Умови теореми про збiжнiсть iтерацiйних алгори-
тмiв виконуються, а отже, послiдовнiсть (un) має сформульованi властиво-
стi.

Зауваження 6.14. Для реалiстичного випадку, коли похибки εn не пря-
мують до нуля, можна отримати подiбнi вiдповiдним теоремам попереднього
роздiлу результати про збiжнiсть розглядуваних алгоритмiв.
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6.5.3 Аналог послiдовно-квадратичного методу

Розглянемо новий iтерацiйний алгоритм розв’язання задачi (6.37), (6.38) —
векторний аналог алгоритму 5.2.

Алгоритм 6.3. Послiдовно-квадратичного метод.

1. Обираємо початкове наближення u0 ∈ U. Покладемо n = 0.

2. Знаходимо yn ∈ H1 — узагальнений розв’язок рiвняння Lyn = F (un).

3. Знаходимо спряженi стани −→pn =
(
p1n, p

2
n, ..., p

m
n

)
∈ (W2)

m

L +p1n = D1Φ
(1) (yn, un) ,

...................................,

L +pmn = D1Φ
(m) (yn, un) .

4. Знаходимо ūn ∈ U — розв’язок екстремальної задачi

σB ◦
(
(F ′ (un))

∗−→pn +Φ ′2 (yn, un)) (u− un) +
1

2αn
‖u− un‖2V → εn− inf

u∈U
.

5. Покладаємо un+1 = un + ρn (ūn − un), де ρn ∈ (0, 1], n := n + 1 i
переходимо на крок 2.

Має мiсце теорема.

Теорема 6.17. Нехай ρn ∈
[
ρ, ρ̄
]
⊆ (0, 1], αn → 0,

∑∞
n=0 αn = +∞,

εn > 0, εn
αn
→ 0. Якщо функцiонал σB ◦ J приймає на множинi U∗ не бiльш

нiж злiченну кiлькiсть значень, то всi граничнi точки послiдовностi (un),
породженої алгоритмом 6.3, утворюють компактну зв’язну пiдмножину
в U∗, а послiдовнiсть чисел σB (J (un)) має границю.

Доведення. Доведення подiбне до попереднiх. Перевiримо виконання умов
теореми про збiжнiсть iтерацiйних алгоритмiв. За побудовою усi члени послi-
довностi (un) належать компакту U.

Розглянемо пiдпослiдовнiсть (unk) таку, що unk → u∗ ∈ U∗ при k → ∞.
Оцiнимо ‖unk+1 − unk‖V . Функцiонал

u 7→ Gnk (u) = σB ◦
(
(F ′ (unk))

∗−→pnk +Φ ′2 (ynk, unk)) (u− unk)+

+
1

2αnk
‖u− unk‖

2
V

сильно опуклий ( 1
2αnk

> 0 — стала сильної опуклостi). Покладемо

ũnk = arg min
u∈U

Gnk (u) .
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Маємо
1

2αnk
‖ūnk − ũnk‖

2
V ≤ G (ūnk) −G (ũnk) ≤ εnk.

Отже,

‖unk+1 − unk‖V = ρnk ‖ūnk − unk‖V ≤ ρ̄ ‖ūnk − unk‖V ≤
≤ ‖ūnk − ũnk‖V + ‖ũnk − unk‖V ≤

√
2αnkεnk + C0αnk → 0

при k→∞, де C0 = 2 supu∈U ‖J ′ (u)‖V < +∞.

Нехай (unk) — пiдпослiдовнiсть, що збiгається до керування u ′ /∈ U∗.
Покажемо, що iснує таке δ0 > 0, що для всiх k та δ ∈ (0, δ0] τk =

min
n>nk

{n : ‖un − unk‖V > δ} < +∞. Вiд супротивного. Нехай для всiх δ0 > 0

iснує k0 = k0 (δ0) таке, що ‖un − unk0‖V ≤ δ0 для всiх n > nk0. Тодi
un ∈ B2δ0 (u ′) для всiх n > nk0.

Оцiнимо прирiст σB (J (un+1)) − σB (J (un)). Маємо

σB (J (un+1)) − σB (J (un)) ≤ σB (J (un+1) − J (un)) ≤

≤ σB (J ′ (un) (un+1 − un)) +
C1

γ+ 1
‖un+1 − un‖γ+1V =

= ρnσB (J
′ (un) (ūn − un)) +

C1

γ+ 1
ργ+1n ‖ūn − un‖γ+1V =

= ρn

{
σB (J

′ (un) (ūn − un)) +
1

2αn
‖ūn − un‖2V

}
+

+
C1

γ+ 1
ργ+1n ‖ūn − un‖γ+1V −

ρn

2αn
‖ūn − un‖2V ≤

≤ ρn
{
εn + min

u∈U
Gn (u)

}
+

C1

γ+ 1
ργ+1n ‖ūn − un‖γ+1V . (6.45)

Оскiльки u ′ /∈ U∗, то iснує таке λ > 0, що

min
u∈U

σB (J
′ (u ′) (u− u ′)) ≤ −2λ < 0.

Далi iснує δ > 0 таке, що для довiльної точки u ′′ ∈ Oδ (u ′) виконується
нерiвнiсть

min
u∈U

σB (J
′ (u ′′) (u− u ′′)) ≤ −λ < 0.

Вiзьмемо 2δ0 < δ, тодi un ∈ B2δ0 (u ′) ⊆ Oδ (u ′). Позначимо через ¯̄un ∈ U
розв’язок задачi мiнiмiзацiї

σB (J
′ (un) (u− un))→ inf

u∈U
.
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Для ¯̄un ∈ U виконується нерiвнiсть

− ‖J ′ (un)‖ · ‖ ¯̄un − un‖V ≤ σB (J
′ (un) ( ¯̄un − un)) ≤ −λ < 0,

тобто,
1

‖ ¯̄un − un‖V
≤ ‖J

′ (un)‖
λ

≤ C0
λ
.

Обираючи достатньо велике k0, ми можемо досягти для всiх n > nk0 вико-
нання нерiвностi αn ≤ λ/C20. Розглянемо точку u ′′n = un + µn ( ¯̄un − un), де
µn = λαn

‖¯̄un−un‖2V
∈ (0, 1]. Очевидно, що u ′′n ∈ U. Пiдставимо точку u ′′n ∈ U у

праву частину нерiвностi (6.45). Отримаємо такий ланцюжок оцiнок

σB (J (un+1)) − σB (J (un)) ≤

≤ ρn
{
εn + σB (J

′ (un) (u
′′
n − un)) +

1

2αn
‖u ′′n − un‖

2
V

}
+

+
C1

γ+ 1
ργ+1n ‖ūn − un‖γ+1V =

= ρn

{
εn + µnσB (J

′ (un) ( ¯̄un − un)) +
µ2n
2αn
‖ ¯̄un − un‖2V

}
+

+
C1

γ+ 1
ργ+1n ‖ūn − un‖γ+1V ≤

≤ ρn
{
εn − µnλ+

µ2n
2αn
‖ ¯̄un − un‖2V

}
+

C1

γ+ 1

(
αn

√
2εn

αn
+ C0αn

)γ+1
=

= ρn

{
εn −

λ2αn

2 ‖ ¯̄un − un‖2V

}
+

C1

γ+ 1

(
αn

√
2εn

αn
+ C0αn

)γ+1
≤

≤ −
ρ

2

(
λ

diam (U)

)2
αn + εn +

C1

γ+ 1
αγ+1n

(√
2εn

αn
+ C0

)γ+1
.

Оскiльки αn → 0, εn → 0 i εn
αn
→ 0, то, обираючи достатньо мале δ0 > 0 та

велике k0, отримуємо

σB (J(un+1)) − σB (J(un)) ≤ −
ρλ2αn

4 (diam (U))2
, n > nk0.

Остаточно маємо

σB (J (un)) − σB (J (unk)) ≤ −
ρλ2

4 (diam (U))2

n−1∑
p=nk

αp, n > nk > nk0. (6.46)
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Здiйснивши граничний перехiд у нерiвностi (6.46) при n → ∞ та враху-
вавши

∑∞
p=nk

αp = +∞, отримаємо протирiччя з обмеженiстю на компактнiй
множинi U неперервного функцiонала σB ◦ J. Отже, iснує δ0 > 0 таке, що для
всiх k та δ ∈ (0, δ0]

τk = min
n>nk

{n : ‖un − unk‖V > δ} < +∞.
Але обираючи достатньо мале δ0 > 0 та велике k0, можна повторити дове-

дення нерiвностi (6.46) для nk ≤ n ≤ τk. З iншого боку,

δ0 < ‖uτk − unk‖V ≤
τk−1∑
p=nk

‖up+1 − up‖V ≤

≤
τk−1∑
p=nk

(√
2αpεp + C0αp

)
≤ C2

τk−1∑
p=nk

αp.

Тому
∑τk−1

p=nk
αp > δ0/C2 > 0. Ураховуючи останню нерiвнiсть в (6.38), маємо

σB (J (uτk)) − σB (J (unk)) < −ρλ2δ0

/
4C2 (diam (U))2.

Звiдки
lim sup
k→∞ σB (J (uτk)) < lim

k→∞σB (J (unk)) .
Покладемо W = σB ◦ J. Умови теореми про збiжнiсть iтерацiйних алгори-

тмiв виконуються.

Зауваження 6.15. Використовуючи опорну функцiю σB, можна побуду-
вати «багатокритерiальний» варiант методу Ньютона, для якого буде мати
мiсце аналогiчний теоремi 5.10 результат. А саме, слiд будувати послiдовнiсть

un+1 = un + ρn (ūn − un) ,

ūn ∈ arg min
{
σB
(
J ′ (un) (u− un) +

1
2
J ′′ (un) (u− un, u− un)

)}
,

де величина кроку ρn ∈ [0, 1] обирається за одним з вiдомих правил.

Зауваження 6.16. Вiдмiтимо, що запропонованi методи мають один не-
долiк: на кожному iтерацiйному кроцi слiд розв’язувати негладку задачу
кусково-лiнiйної чи кусково-квадратичної оптимiзацiї.

На цьому ми закiнчимо дослiдження збiжностi алгоритмiв розв’язання
задач векторної оптимiзацiї лiнiйних розподiлених систем з узагальненими
впливами.
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