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Заняття 8. Компактнi множини в метричних просторах

1. Доведiть, що компактний метричний простiр є повним та сепарабельним.

2. Нехай (X, ρ) — компактний метричний простiр, f ∈ C(X) та для деякого λ ∈ R
множина {f ≤ λ} = {x ∈ X : f(x) ≤ λ} компактна. Покажiть, що досягається infX f.

3. Нехай K — компактна множина метричного простору (X, ρ). Доведiть, що iснують
такi точки x, y ∈ K, що ρ(x, y) = diam(K).

4. Нехай (X, dX), (Y, dY) — метричнi простори, при цьому (Y, dY) — компактний простiр.
Нехай f ∈ C(X× Y) та g = maxy∈Y f(x, y). Довести, що g ∈ C(X).

5. Нехай (X, ρ) — компактний метричний простiр, а вiдображення f : X → X

задовольняє умову

ρ(f(x), f(y)) < ρ(x, y) ∀x, y ∈ X, x 6= y.

Довести, що вiдображення f має єдину нерухому точку.

6. Покажiть, що:

(a) множина елементiв xn =

 1
n
, ...,

1

n︸ ︷︷ ︸
n

, 0, ...

 не є компактною в просторi `1.

(b) множина елементiв xn =

 1n, ..., 1n︸ ︷︷ ︸
n2

, 0, ...

 не є компактною в просторi `2.

(c) множина елементiв xn =
(
1, 1

2
, ..., 1

n
, 0, ...

)
є компактною просторi `3.

7. (критерiй компактностi в `2) Множина K ⊆ `2 компактна ⇔ множина K ⊆ `2

замкнена, обмежена та ∀ε > 0 ∃n ∈ N ∀x ∈ K
∑∞

i=n |xi|
2
< ε.

8. Нехай (αn) ∈ `2, αn ≥ 0. Доведiть, що множина B = {x ∈ `2 : |xn| ≤ αn} компактна в
просторi `2.

9. Нехай αn > 0, αn → +∞. Доведiть, що множина E =
{
x ∈ `2 :

∑∞
n=1 αnx

2
n ≤ 1

}
компактна в `2.

10. (критерiй Асколi–Арцела) Доведiть еквiвалентнiсть: множина K ⊆ C([0, 1])

компактна ⇔ множина K ⊆ C([0, 1]) замкнена, обмежена та одностайно неперервна.

11. Покажiть, що замкненi кулi просторiв `2 та C([0, 1]) (метрика рiвномiрна)
некомпактнi.

12. Доведiть нiде не щiльнiсть компактних множин просторiв `2 та C([0, 1]) (метрика
рiвномiрна).


