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Апроксимацiйна теорема Стоуна-Вейєрштрасса

Розглянемо простiр C([a, b]) неперервних на сегментi [a, b] функцiй з рiвномiрною ме-
трикою

ρ∞(f, g) = max
x∈[a,b]

|f(x) − g(x)| , f, g ∈ C([a, b]).

Теорема 1 (теорема Вейєрштрасса, 1885). Нехай f ∈ C([a, b]). Для довiльного ε > 0 iснує
алгебраїчний полiном p такий, що

ρ∞(f, p) < ε.

Karl Theodor Wilhelm Weierstraß
(1815–1897)

Iснує багато рiзних доведень цiєї важливої теореми. На 1-му курсi ми познайомились
з конструктивним доведенням С.Н. Бернштейна (1912). Пригадаємо його.

Достатньо довести теорему для сегмента [0, 1]. Дiйсно, якщо теорема справедлива для
[0, 1], то для функцiї f ∈ C([a, b]) i заданого ε > 0 iснує полiном p такий, що

∀t ∈ [0, 1] : |f(a+ t(b− a)) − p(t)| < ε,

i тому

∀x ∈ [a, b] :

∣∣∣∣f(x) − p

(
x− a

b− a

)∣∣∣∣ < ε.
Нехай f ∈ C([0, 1]). Розглянемо полiноми

Bn(f, x) =

n∑
k=0

f

(
k

n

)
Cknx

k(1− x)n−k , x ∈ [0, 1], n ∈ N.

Полiном Bn(f, ·) називають полiномом Бернштейна функцiї f.

Лема 1. Нехай x ∈ [0, 1], n ∈ N. Cправедливi тотожностi
n∑
k=0

Cknx
k(1− x)n−k = 1, (1)

n∑
k=0

(
k

n
− x

)
Cknx

k(1− x)n−k = 0, (2)

n∑
k=0

(
k

n
− x

)2
Cknx

k(1− x)n−k =
x(1− x)

n
. (3)
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Тотожнiсть (1) випливає безпосередньо з формули бiнома Ньютона.
Доведемо тотожнiсть (2). Оскiльки kCkn = nCk−1n−1, то

n∑
k=0

k

n
Cknx

k(1− x)n−k =

n∑
k=1

Ck−1n−1x
k(1− x)n−k = x

n−1∑
i=0

Cin−1x
i(1− x)n−1−i = x.

Звiдси випливає потрiбна тотожнiсть.
Перейдемо до доведення (3).Спочатку, як i при доведеннi (2), маємо

n∑
k=0

k(k− 1)Cknx
k(1− x)n−k = nx

n−1∑
i=0

Cin−1ix
i(1− x)n−1−i = n(n− 1)x2.

Далi за допомогою (1) i (2) одержимо
n∑
k=0

(
k

n
− x

)2
Cknx

k(1− x)n−k =

=
1

n2

(
n∑
k=0

Cknk(k− 1)xk(1− x)n−k +

n∑
k=0

Cknkx
k(1− x)n−k

)
−

− 2x

n∑
k=0

k

n
Cknx

k(1− x)n−k + x2 =
n(n− 1)

n2
x2 +

nx

n2
− 2x2 + x2 =

x(1− x)

n
.

Доведемо, що
‖f− Bn(f, ·)‖→ 0. (4)

Нехай ε > 0 задано. За теоремою Кантора iснує δ > 0 таке, що для x ′, x ′′ ∈ [0, 1]

|x ′ − x ′′| < δ ⇒ |f(x ′) − f(x ′′)| <
ε

2
.

Використовуючи тотожностi леми 1, одержимо

∀x ∈ [0, 1] : |f(x) − Bn(f, x)| =

=

∣∣∣∣∣
n∑
k=0

(
f(x) − f

(
k

n

))
Cknx

k(1− x)n−k

∣∣∣∣∣ ≤
n∑
k=0

∣∣∣∣f(x) − f

(
k

n

)∣∣∣∣Cknxk(1− x)n−k =

=
∑

k:|x− k
n |<δ

∣∣∣∣f(x) − f

(
k

n

)∣∣∣∣Cknxk(1− x)n−k +
∑

k:|x− k
n |≥δ

∣∣∣∣f(x) − f

(
k

n

)∣∣∣∣Cknxk(1− x)n−k <

<
ε

2

∑
k:|x− k

n |<δ

Cknx
k(1− x)n−k + 2 ‖f‖

∑
k:|x− k

n |≥δ

Cknx
k(1− x)n−k ≤

≤ ε
2

n∑
k=0

Cknx
k(1− x)n−k +

2 ‖f‖
δ2

n∑
k=0

(
x−

k

n

)2
Cknx

k(1− x)n−k =

=
ε

2
+
2 ‖f‖
δ2

x(1− x)

n
≤ ε
2

+
‖f‖
2nδ2

.

Нехай тепер n0 ∈ N таке, що

∀n ≥ n0 :
‖f‖
2nδ2

<
ε

2
.

Тодi
∀n ≥ n0 : ‖f− Bn(f, ·)‖ <

ε

2
.

Тобто, має мiсце (4). Доведення теореми завершено.
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Задача 1. Нехай f ∈ C([0, 1]) задовольняє умову: iснують L > 0, α ∈ (0, 1] такi, що

|f(x1) − f(x2)| ≤ L |x1 − x2|
α
, ∀x1, x2 ∈ [0, 1].

Доведiть, що для всiх n ∈ N має мiсце нерiвнiсть

‖f− Bn(f, ·)‖ ≤
M

nα/2
,

де M – додатня стала, що залежить лише вiд f.

Задача 2. Нехай α ∈ (0, 1] i f(x) =
∣∣x− 1

2

∣∣α. Доведiть, що для всiх n ∈ N має мiсце
нерiвнiсть ∣∣∣∣f(12

)
− Bn

(
f,
1

2

)∣∣∣∣ ≥ 1

4nα/2
.

Задача 3. Нехай функцiя f ∈ C([0, 1]) така, що∫ 1
0

f(x)xndx = 0 , n = 0, 1, 2, ...

Доведiть, що f(x) = 0 на [0, 1].

Задача 4. Нехай f ∈ C([0, 1]2). Покладемо

Bn(x, y) =

n∑
k=0

n∑
i=0

f

(
k

n
,
i

n

)
CknC

i
nx
kyi(1− x)n−k(1− y)n−i , x, y ∈ [0, 1], n ∈ N.

Доведiть, що Bn → f рiвномiрно на [0, 1]2.

Задача 5. Доведiть iснування ряду полiномiв
∑
pn, що має властивiсть: для довiльної

функцiї f ∈ C([a, b]) члени ряду можна так згрупувати (не змiнюючи їх порядку), щоб
ряд

∑ (
pnk+1 + ...+ pnk+1

)
збiгався до f рiвномiрно на [a, b].

Задача 6. Нехай f ∈ C([0, 1]). Знайти границю

lim
n→∞

∫ 1
0

∫ 1
0

...

∫ 1
0︸ ︷︷ ︸

n

f(x1x2...xn)dx1dx2...dxn.

Перейдемо до вивчення абстрактної ситуацiї.
Нехай X – компакт. Введемо в просторi C(X) неперервних функцiй X → R рiвномiрну

метрику
ρ∞(f, g) = max

x∈X
|f(x) − g(x)| , f, g ∈ C(X).

Метричний простiр (C(X), ρ∞) — повний.

Означення 1. Нехай A ⊆ C(X). Множину A називають алгеброю, якщо ∀f, g ∈ A i
∀α ∈ R: f+ g ∈ A, αf ∈ A, fg ∈ A.

Задача 7. Нехай A ⊆ C(X) – алгебра. Доведiть, що clA також алгебра.

Означення 2. Нехай A ⊆ C(X). Множина A роздiляє точки множини X, якщо

∀x1, x2 ∈ X , x1 6= x2 ∃f ∈ A : f(x1) 6= f(x2).

Теорема 2 (теорема Стоуна, 1937). Нехай X – компакт, A ⊆ C(X). Припустимо, що:

A1) A – алгебра;
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A2) A роздiляє точки множини X;

A3) 1 ∈ A, де 1 – функцiя, визначана рiвнiстю 1(x) = 1, x ∈ X.

Тодi множина A щiльна в C(X), тобто clA = C(X).

Marshall Harvey Stone
(1903–1989)

Доведення теореми 2. Cпочатку доведемо декiлька лем.

Лема 2. Якщо x1, x2 ∈ X i a, b ∈ R, то iснує функцiя f ∈ A така, що

f(x1) = a , f(x2) = b.

Доведення. Оскiльки A роздiляє точки X, то iснує функцiя g ∈ A така, що g(x1) 6= g(x2).
Покладемо

f(x) = a+
b− a

g(x2) − g(x1)
(g(x) − g(x1)) , x ∈ X.

Умова A3 гарантує виконання включення f ∈ A.

Лема 3. Якщо f ∈ A, то |f| ∈ clA.

Доведення. Не зменшуючи загальностi, вважаємо, що maxx∈X |f(x)| ≤ 1. За класичною
теоремою Вейєрштрасса iснує послiдовнiсть полiномiв pn, що рiвномiрно збiгається до
t → |t| на сегментi [−1, 1] i така, наприклад, що |pn(t) − |t|| < 1

n
для всiх t ∈ [0, 1]. Оскiльки

maxx∈X |f(x)| ≤ 1, то звiдси випливає нерiвнiсть

ρ∞(pn(f), |f|) = max
x∈X

|pn(f(x)) − |f(x)|| <
1

n
,

тобто |f| = limn→∞ pn(f). Оскiльки алгебра A мiстить усi константи, то pn(f) ∈ A. Отже,
|f| ∈ clA.

Лема 4. Якщо f1, f2, ..., fn ∈ A, то max {f1, f2, ..., fn} ∈ clA i min {f1, f2, ..., fn} ∈ clA.
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Доведення. Нехай f1, f2 ∈ A. Маємо

max {f1, f2} =
f1 + f2 + |f1 − f2|

2
,

min {f1, f2} =
f1 + f2 − |f1 − f2|

2
.

Враховуючи лему 3 i те, що clA – алгебра, отримуємо

max {f1, f2} ∈ clA , min {f1, f2} ∈ clA.

Далi iндукцiя по n.

Повернемось до доведення теореми. Нехай h ∈ C(X). Потрiбно перевiрити, що для
довiльного ε > 0 iснує функцiя f ∈ clA така, що ρ∞(f, h) < ε. Тодi h ∈ clA, тобто clA =

C(X).
Нехай x, y ∈ X – довiльнi точки. За лемою 2 iснує функцiя fxy ∈ A така, що

fxy(x) = h(x) , fxy(y) = h(y).

В силу неперервностi функцiй h i fxy iснують такi околи Oxy(x) i Oxy(y) точок x i y, що

h(t) − ε < fxy(t) < h(t) + ε (5)

для всiх t ∈ Oxy(x) ∪ Oxy(y). Зафiксуємо точку y ∈ X. З покриття {Oxy(x) : x ∈ X}

компакта X можна видiлити скiнченне пiдпокриття {Ox1y(x1), ..., Oxky(xk)}. Покладемо
Vy =

⋂k
i=1Oxiy(y) i fy = min {fx1y, fx2y, ..., fxky}. Тодi з (5) випливає, що

h(t) − ε < fy(t) < h(t) + ε (6)

для довiльної точки t ∈ Vy, i
fy(t) < h(t) + ε (7)

для довiльної точки t ∈ X. З покриття {Vy : y ∈ X} компакта X видiлимо скiнченне пiдпо-
криття {Vy1

, ..., Vyn} i покладемо f = max {fy1
, fy2

, ..., fyn}. Тодi з (6) маємо h−ε < f, а з (7)
маємо f < h+ ε. Отже, ρ∞(f, h) = maxx∈X |f(x) − h(x)| < ε, а f ∈ clA згiдно з лемою 4.

Зауваження 1. Теорема Стоуна встановлюючи лише принципову можливiсть апрокси-
мацiї довiльної функцiї f ∈ C(X) функцiями з алгебри A, не вказує методу побудови
апроксимуючої функцiї.

Нехай X — компактна пiдмножина Rn, A — множина всiх полiномiв вiд n змiнних, що
розглядаються на X. Множина A задовольняє всiм умовам теореми Стоуна. Отже, довiль-
на неперервна на X функцiя суть рiвномiрна на цьому компактi границя послiдовностi
полiномiв вiд n змiнних.
Задача 8. Нехай виконано всi умови теореми 2, крiм A3. А замiсть умови A3 виконується

A3*) ∀x ∈ X ∃f ∈ A: f(x) 6= 0.

Доведiть, що тодi також clA = C(X).
Задача 9. Нехай X – компактний метричний простiр. Доведiть, що простiр C(X) cепара-
бельний.
Задача 10. Нехай fn ∈ C([0, 1]) – послiдовнiсть функцiй, що роздiляє точки [0, 1]. Доведiть,
що

∀f ∈ C([0, 1]) ∀ε > 0 ∃T ∈ C(Rm) : sup
x∈[0,1]

|f(x) − T (f1(x), f2(x), ..., fm(x))| < ε.
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Задача 11. Нехай X, Y – компакти, f ∈ C(X× Y). Доведiть, що

∀ε > 0 ∃ {a1, ..., an} ⊆ C(X) , ∃ {b1, ..., bn} ⊆ C(Y) : sup
x∈X,y∈Y

∣∣∣∣∣f(x, y) −

n∑
k=1

ak(x)bk(y)

∣∣∣∣∣ < ε.
Задача 12. Нехай g ∈ C([0, 1]). Доведiть, що твердження

∀f ∈ C([0, 1]) ∀ε > 0 ∃ {a0, a1, ..., an} ⊆ R : sup
x∈[0,1]

∣∣∣∣∣f(x) −

n∑
k=0

akg
k(x)

∣∣∣∣∣ < ε
справедливе тодi i лише тодi, коли функцiя g зростаюча на [0, 1].

У наступнiй задачi пропонується узагальнити теорему Стоуна для локально компа-
ктного простору X. Нагадаємо, що простiр X локально компактний, якщо довiльна точка
X має компактний окiл. Позначимо C∞(X) – лiнiйний простiр неперервних функцiй X → R,
що зникають у нескiнченностi, тобто f ∈ C∞(X) мають властивiсть:

∀ε > 0 ∃ компакт K ⊆ X : |f(x)| < ε , ∀x /∈ K.

Простiр C∞(X) з рiвномiрною нормою є банаховим.
Задача 13 (теорема Cтоуна для локально компактного простору X). Нехай X – локально
компактний простiр, A ⊆ C∞(X). Припустимо, що:

1) A – алгебра;

2) A роздiляє точки множини X;

3) ∀x ∈ X ∃f ∈ A: f(x) 6= 0.

Тодi множина A щiльна в C∞(X).
Розглянемо тепер комплексний банахiв простiр CC(X) заданих на компактi X неперерв-

них функцiй X → C (норма рiвномiрна). Для комплексних алгебр A ⊆ CC(X) теорема 2 не
вiрна. Але цю ситуацiю можна виправити, якщо вимагати вiд алгебри A ще одну умову.

Теорема 3. Нехай X – компакт, A ⊆ CC(X). Припустимо, що:

A1) A – алгебра;

A2) A роздiляє точки множини X;

A3*) ∀x ∈ X ∃f ∈ A: f(x) 6= 0;

A4) ∀f ∈ A функцiя f̄, визначена рiвнiстю f̄(x) = f(x), x ∈ X, належить A.

Тодi множина A щiльна в CC(X), тобто clA = CC(X).

Доведення. Алгебра A разом з кожним своїм елементом f = u+ iv мiстить функцiї

u =
f+ f̄

2
∈ C(X) , v =

f− f̄

2i
∈ C(X).

Позначимо через AR алгебру дiйснозначних елементiв A (розглядаємо множення лише
на дiйснi числа). Ця алгебра роздiляє точки множини X та задовольняє умову А3*. За
теоремою Стоуна (див. задачу 8) clAR = C(X), звiдки i clA = CC(X).

Умова А4 про комплексно спряжену функцiю грає важливу роль. Нехай, наприклад,
D = {z ∈ C : |z| ≤ 1}. Функцiї, аналiтичнi всерединi D i неперервнi на D, утворюють за-
мкнену алгебру, що роздiляє точки i мiстить одиницю, але вiдмiнну вiд CC(D). Однак вона
не замкнена вiдносно комплексного спряження.


